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摘　要　　跳频扩频是主要的扩频编码技术之一，跳频序列在跳频码分多址系统中的作用至关重要。分圆理论
由于具有良好的特性，在组合设计、良好的二元随机序列设计中得到了广泛应用。基于分圆理论，构造了一类关

于ＰｅｎｇＦａｎ界最优的跳频序列集，节省了一个频隙，丰富了跳频序列集的构造方法。结果表明，该构造方法简单
易行，对跳频通信系统性能的提高具有一定的指导意义。
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０　引　言

在无线通信系统中，跳频扩频和直接序列扩频是

两种主要的扩频技术。跳频码分多址由于具有安全

性、抗多址干扰等特性，其在蓝牙、军事无线电通信、移

动通信以及现代雷达、声呐系统中得到了广泛应用［１］。

通常情况下，如果两个或多个发送者在同一时隙发送

相同的频隙，那么就产生了一次碰撞，相互之间的干扰

就产生了。跳频序列用来指定在每个时隙被传输的频

隙，所以，多个发送者之间的相互干扰与跳频序列之间

的汉明相关是密切相关的，因而选择碰撞次数少的跳

频序列（跳频序列集）有利于跳频通信系统性能的提

高。好的跳频序列（跳频序列集）应具有以下特征：尽

可能小的汉明相关特性；好的平衡性；尽可能长的周

期；尽可能多的序列数目；尽可能大的复杂度；实现

简单。

目前，一部分最优的跳频序列集已被学者们进行

了广泛而深入的研究，例如：２０１１年，Ｚｈｏｕ等［２］利用 ｄ
型函数及线性方程组的解等相关知识构造了三类关于

ＰｅｎｇＦａｎ界［３］最优的跳频序列集，并讨论了所构造序

列集的线性复杂度；２０１０年，Ｄｉｎｇ等 ［４］提出了基于编

码理论构造跳频序列集的方法，拓展了跳频序列集设

计的方法，其他构造方法请参考相关文献。分圆类在

组合设计，二元序列设计中得到了广泛的运用，学者们

对利用分圆理论来构造最优跳频序列集进行了相应研

究。对于有限域 Ｆｑ，ｑ是素数或素数方幂，令 ｑ－１＝
ｅｆ，２００５年，Ｃｈｕ等［５］首次利用分圆理论构造出了两类

关于ＬｅｍｐｅｌＧｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ界［６］最优的跳频序列，其序列

长度为ｑ，频隙个数为ｅ＋１；之后，基于分圆理论的跳
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频序列集基本上是在 Ｃｈｕ方法上的引申；２００８年，基
于分圆理论和离散对数函数，Ｄｉｎｇ等［７］提出了一种最

优的跳频序列设计方法，构造的序列长度为 ｑ－１，频
隙个数为ｅ＋１；２００９年，Ｚｈａｎｇ等［８］利用分圆理论、离

散对数函数以及中国剩余定理，构造出了一类最优的

跳频序列以及跳频序列集，序列长度为２（ｑ－１）频隙
个数为ｅ＋１；对于素数ｐ，２０１３年ＷｅｎｌｉＲｅｎ［９］推广了
Ｚｈａｎｇ和 Ｄｉｎｇ的方法，构造出了一类最优的跳频序列
集，序列的长度为 ｐ（ｑ－１），频隙个数为ｅ＋１。２０１３
年 Ｌｉｕ等［１０］提出了一种关于平均周期汉明相关界最

优的跳频序列集，同时研究了所构造的跳频序列集的

汉明相关分布。本文中，我们利用分圆理论，提出了一

种关于ＰｅｎｇＦａｎ界［３］最优的跳频序列集，序列的长度

为ｑ，频隙个数为 ｅ，显然，我们的方法节省了一个频
隙，构造简单易行，具有一定的参考价值。

１　基本概念

在本文中，我们用符号 （Ｎ，Ｍ，ｑ，λ）表示长度为
Ｎ，具有Ｍ个跳频序列，频隙集中频隙个数为ｑ，最大周
期汉明相关为λ的跳频序列集。用符号（ｌ，ｑ，ｈ）表示长
度为ｌ，频隙集中频隙个数为ｑ，最大周期汉明自相关为
ｈ的跳频序列。

令Ｆ＝｛ｆ１，ｆ２，…，ｆｑ｝是一个具有ｑ个频隙的频
隙集，Ｓ是一个具有Ｍ个长度为Ｎ的跳频序列集，对于
任意两个频隙 ｆ１、ｆ２，令：

ｈ（ｆ１，ｆ２）＝
１　如果 ｆ１ ＝ｆ２
０　{
其他

（１）

对于任意两个跳频序列 ｘ＝（ｘ０，ｘ１，…，ｘＮ－１），ｙ
＝（ｙ０，ｙ１，…，ｙＮ－１），任意正整数τ，Ｎ０≤τ≤Ｎ，序列
ｘ和ｙ在时延τ时的周期汉明相关定义如下：

Ｈｘ，ｙ（τ）＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
ｈ（ｘｋ，ｙｋ＋τ）（０≤τ＜Ｎ） （２）

这里，所有的下标运算都是在模Ｎ下进行的。
对于任意给定的跳频序列集 Ｓ，最大周期汉明自

相关Ｈａ（Ｓ）和最大周期汉明互相关Ｈｃ（Ｓ）分别定义如
下：

Ｈａ（Ｓ）＝ｍａｘ１≤τ＜Ｎ
｛Ｈ（ｘ，ｘ；τ）｜ｘ∈Ｓ｝

Ｈｃ（Ｓ）＝ｍａｘ０≤τ＜Ｎ
｛Ｈ（ｘ，ｙ；τ）｜ｘ，ｙ∈Ｓ，ｘ≠ｙ｝

（３）

最大周期汉明相关Ｈｍ（Ｓ）定义如下：
Ｈｍ（Ｓ）＝ｍａｘ｛Ｈａ（Ｓ），Ｈｃ（Ｓ）｝ （４）

１９７４年，ＬｅｍｐｅｌａｎｄＧｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ［６］建立了关于单
个跳频序列汉明自相关的理论界。

引理１（ＬｅｍｐｅｌＧｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ界［６］）：对于长度为 Ｎ

，定义在具有ｑ个频隙的频隙集上的任意跳频序列，汉
明自相关满足下面的界：

Ｈａ（Ｓ）≥ 「
（Ｎ－ｒ）（Ｎ＋ｒ－ｑ）

ｑ（Ｎ－１） ? （５）

这里，ｒ是Ｎ模ｑ的最小非负剩余。显然，Ｌｅｍｐｅｌ
Ｇｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ界没有涉及跳频序列的个数。

定义１　对于任意跳频序列 （ｌ，ｑ，ｈ），若 ｈ－１使
ＬｅｍｐｅｌＧｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ界（５）中的等号成立，则该序列关
于ＬｅｍｐｅｌＧｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ界是渐进最优的。
２００４年，ＰｅｎｇａｎｄＦａｎ［３］引入跳频序列个数Ｍ，建

立了在跳频序列集设计中广泛使用的关于最大周期汉

明相关的理论界。

引理２（ＰｅｎｇａｎｄＦａｎ界［３］）：令 Ｓ是一个长度为
Ｎ，具有Ｍ个跳频序列，定义在具有ｑ个频隙的频隙集
上的跳频序列集，我们有：

Ｈｍ（Ｓ）≥
（ＮＭ－ｑ）Ｎ
（ＮＭ－１）ｑ （６）

和：

Ｈｍ（Ｓ）≥
２ＩＮＭ－（Ｉ＋１）Ｉｑ
（ＮＭ－１）Ｍ （７）

这里Ｉ＝?
ＮＭ
ｑ」。

定义２　对于任意跳频序列集 （Ｎ，Ｍ，ｑ，λ），若 λ
使ＰｅｎｇａｎｄＦａｎ界（式（６）、式（７））中的等号成立，则
该跳频序列集关于ＰｅｎｇａｎｄＦａｎ界是最优的。

２　最优跳频序列集构造

该部分，我们利用分圆理论［１１］构造了一类关于

ＰｅｎｇＦａｎ界最优的跳频序列集。
令Ｆｑ是一个具有ｑ个元素的有限域，同时设存在

两个正整数ｅ和ｆ，满足ｅｆ＝ｑ－１，α是有限域Ｆｑ的一
个本原元。Ｃ０＝〈α

ｅ〉是由αｅ产生的Ｆｑ的乘法子群，有
限域Ｆｑ的ｅ阶分圆类定义如下：
　Ｃｉ＝｛α

ｉ＋ｋｓ：ｉ＝０，…，ｅ－１；ｋ＝０，…，ｆ－１｝ （８）
对于０≤ｉ≠ｊ≤ｅ－１，有：

Ｃｉ∩Ｃｊ＝

∪ｅ－１
ｉ＝０Ｃｉ＝Ｆｑ

（９）

对于任意正整数 ｎ，Ｃｉ＋ｎｅ ＝Ｃｉ。进一步，关于有限
域Ｆｑ的ｅ阶分圆数定义如下：

（ｉ，ｊ）ｅ ＝ （Ｃｉ＋１）∩Ｃｉ （１０）

显然，最多有ｅ２个不同的ｅ阶分圆数。
我们将会利用下面的引理来计算所设计的跳频序

列集的汉明自相关和汉明互相关。

引理３　令ｑ＝ｅｆ＋１是一个素数或素数方幂，Ｃｉ
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是有限域Ｆｑ的ｅ阶分圆类，我们有：

∑
ｅ－１

ｉ＝０
（ｉ＋ｋ，ｉ）ｅ ＝

ｆ－１　如果ｋ＝０
ｆ　{

否则
（１１）

本文构造最优跳频序列集的方法如下：

Ｓｔｅｐ１　选择一个素数或素数方幂 ｑ，选择两个正
整数ｅ和ｆ，满足ｑ－１＝ｅｆ，设Ｃｉ是有限域 Ｆｑ的ｅ阶分
圆类。

Ｓｔｅｐ２　对于０≤ｉ≤ｅ－１，利用分圆类Ｃｉ得到如
下的数集

Ｇ－ｉ＝Ｃｉ－１
显然下式成立：

∪ｅ－１
ｉ＝０Ｇ
－
ｉ＝∪

ｅ－１
ｉ＝０（Ｃｉ－１）＝Ｆｑ／｛ｑ－１｝ （１２）

Ｓｔｅｐ３　对于０≤ｋ≤ｅ－１，定义跳频序列集Ｓ＝
｛ｓｋ（ｔ）｝

ｑ－１
ｔ＝０如下：

ｓｋ（ｔ）＝λ　如果ｔ＝ｑ－１

ｓｋ（ｔ）＝ｉ　 如果ｔ∈ Ｇ
－
（ｉ＋ｋ）ｍｏｄ

{
ｅ

（１３）

其中：０≤ｋ≤ｅ－１。
定理１　根据 ＰｅｎｇＦａｎ界，我们有：如果λ∈Ｚｅ，

当ｆ是偶数时，Ｓ是一个最优的跳频序列集，其参数为
（ｑ，ｅ，ｅ，ｆ＋１）。根据ＬｅｍｐｅｌＧｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ界：跳频序列
集Ｓ中的每个跳频序列是渐进最优的。

证明：如果 λ∈ Ｚｅ，不失一般性，设 λ＝ｉ０，０≤

ｉ０≤ｅ－１，令Ｇ
－
ｉ０＝Ｇ
－
ｉ０∪｛ｑ－１｝，ｓｉ是跳频序列集Ｓ中

的任意一个跳频序列，根据周期汉明自相关的定义，在

时延τ时，我们有：

Ｈｓｉ，ｓｉ（τ）＝ ∑
ｅ－１，ｉ≠ｉ０

ｉ＝０
（Ｇ－ｉ＋τ）∩ Ｇ

－
ｉ＋ （Ｇ－ｉ０＋τ）∩ Ｇ

－
ｉ０

＝∑
ｅ－１

ｉ＝０
（Ｃｉ＋τ）∩Ｃｉ＋ ｛τ｝∩Ｃｉ０ ＋

　 （Ｃｉ０＋τ）∩｛０｝＋ ｛τ｝∩｛０｝
＝ｆ－１＋Δ （１４）

其中Δ＝ ｛τ｝∩Ｃｉ０ ＋ Ｃｉ０∩｛－τ｝ 。

下面我们确定Δ的值。

令τ＝αｌ，０≤ ｌ≤ ｑ－２，因为 α
ｑ－１
２ ＝－１，可得

－τ＝α
ｑ－１
２＋ｌ，我们分以下两种情况加以讨论。

１）如果τ和 －τ均属于分圆类Ｃｉ０。
当τ跑遍｛１，２，…，ｑ－１｝时，ｌ跑遍｛０，２，…，ｑ－２｝，

因为ｆ是偶数，故存在ｌ，使得ｌ≡ｌ＋ｅｆ２≡ｉ０ｍｏｄｅ成立，

也即ｌ≡ｌ＋ｑ－１２ ≡ｉ０ｍｏｄｅ成立，按照分圆类的定义，τ

和 －τ同时属于分圆类Ｃｉ０。此时：
Ｈｓｉ（τ）＝ｆ＋１ （１５）

２）τ和 －τ之一属于 Ｃｉ０，或者 τ和 －τ均不属
于Ｃｉ０。

因为τ取遍｛１，２，…，ｑ－１｝中的每个值，显然存在
这样的τ，使这两种情况都成立，所以：

Ｈｓｉ（τ）＝
ｆ　　　如果τ∈Ｃｉ０或 －τ∈Ｃｉ０
ｆ－１　{

否则
（１６）

对于０≤ｕ≤ｅ－１，令ｓｉ、ｓｉ＋ｕ是跳频序列集Ｓ中的
任意两个跳频序列，根据周期汉明互相关的定义，在时

延τ时，我们有：

Ｈｓｉ，ｓｉ＋ｕ（τ）＝ ∑
ｅ－１，ｉ≠ｉ０

ｉ＝０
Ｇ－ｉ＋τ∩ Ｇ

－
ｉ＋ｕ ＋

　 （Ｇ－ｉ０＋τ）∩ Ｇ
－
ｉ０＋ｕ

＋ （Ｇ－ｉ０－ｕ＋τ）∩ Ｇ
－
ｉ０

＝∑
ｅ－１

ｉ＝０
（（Ｃｉ－１）＋τ）∩（Ｃｉ＋ｕ－１）＋

　 （｛ｐ－１｝＋τ）∩（Ｃｉ０＋ｕ－１）＋

　 （Ｃｉ０－ｕ－１＋τ）∩｛ｐ－１｝

＝∑
ｅ－１

ｉ＝０
（Ｃｉ＋τ）∩Ｃｉ＋ｕ ＋ ｛τ｝∩Ｃｉ０＋ｕ ＋

　 Ｃｉ０－ｕ∩｛－τ｝ （１７）

为了计算 Ｈｓｉ，ｓｉ＋ｕ（τ）的值，我们分以下三种情况
讨论。

１）当τ跑遍｛１，２，…，ｑ－１｝时，若存在τ，使τ∈
Ｃｉ０＋ｕ，且 －τ∈Ｃｉ０－ｕ成立，则必有：

ｌ≡ｉ０＋ｕｍｏｄｅ

ｌ＋ｑ－１２ ≡ｉ０－ｕｍｏｄ{ ｅ
（１８）

所以：

ｌ≡ｉ０－
ｑ－１
４ ≡ｉ０－

ｅｆ
４ｍｏｄｅ

ｕ≡－ｑ－１４ ≡－ｅｆ４ｍｏｄ
{ ｅ

（１９）

其中，ｆ是偶数，如果ｆ≡０ｍｏｄ２，但ｆ≠０ｍｏｄ４，此时，ｅｆ４
不是整数，这样的 ｌ和 ｕ不存在；如果 ｆ≡０ｍｏｄ２，ｅ≡
０ｍｏｄ２，但 ｆ≠０ｍｏｄ４，此时，ｕ≡０ｍｏｄｅ，但１≤ ｕ≤
ｅ－１，这样的ｕ不存在；如果ｆ≡０ｍｏｄ４则ｕ≡０ｍｏｄｅ，
所以，对于任意的ｌ，τ∈Ｃｉ０＋ｕ且 －τ∈Ｃｉ０－ｕ不成立。

Ｈｓｉ，ｓｉ＋ｕ（τ）＝ｆ （２０）
２）当τ跑遍｛１，２，…，ｑ－１｝时，存在 ｌ≡ ｉ０＋ｕ

ｍｏｄｅ，使得τ∈Ｃｉ０＋ｕ。
Ｈｓｉ，ｓｉ＋ｕ（τ）＝ｆ＋１ （２１）

３）当τ跑遍｛１，２，…，ｑ－１｝时，存在ｌ≡ｉ０－
ｑ－１
２ －

ｕｍｏｄｅ，使得－τ∈Ｃｉ０－ｕ。
Ｈｓｉ，ｓｉ＋ｕ（τ）＝ｆ＋１ （２２）
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基于以上分析，跳频序列集 Ｓ的最大周期汉明相
关为：

Ｈｍ（Ｓ）＝ｆ＋１　　０≤τ≤ｑ－１ （２３）
下面分析跳频序列集 Ｓ关于 ＰｅｎｇＦａｎ界是最优

的。把相关参数代入ＰｅｎｇＦａｎ界有：

Ｈｍ≥ 「
（ＭＮ－ｑ）Ｎ
（ＭＮ－１）ｑ?＝「

（ｅｑ－ｅ）ｑ
（ｅｑ－１）ｅ?

＝「
ｅｆ＋１
ｅ －（ｅ－１）ｑ

（ｅｑ－１）ｅ?

＝ｆ＋「
ｆ

（ｅｑ－１）?＝ｆ＋１ （２４）

显然，达到了ＰｅｎｇＦａｎ界的下界，所以关于 Ｐｅｎｇ
Ｆａｎ界，Ｓ是最优的跳频序列集。

由于对于任意的ｑ，均有ｑ≡１ｍｏｄｅ，故ｒ＝１。把
相关参数代入ＬｅｍｐｅｌＧｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ界有：

Ｈｍ≥ 「
（Ｎ－ｒ）（Ｎ＋ｒ－ｑ）

ｑ（Ｎ－１） ?

＝「
（ｑ－１）（ｑ＋１－ｅ）

ｅ（ｑ－１） ?

＝「
ｑ＋１－ｅ
ｅ ?＝「

ｑ－１＋２－ｅ
ｅ ?

＝「ｆ－
ｅ－２
ｅ?＝ｆ （２５）

其中，Ｈｍ（Ｓ）－１使ＬｅｍｐｅｌＧｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ界中的等号成
立，故Ｓ中的每个跳频序列是渐进最优的。

定理得证。

下面的例子说明了我们的构造方法。令素数ｐ＝
１９，正整数ｅ＝３，ｆ＝６，显然ｐ＝ｅｆ＋１，对有限域进

行分圆，在分圆类的基础上得到３个数集 Ｇ－ｉ：

Ｇ－０ ＝｛１，７，８，１１，１２，１８｝

Ｇ－１ ＝｛２，３，５，１４，１６，１７｝

Ｇ－２ ＝｛４，６，９，１０，１３，１５｝
令Ｓ（１９）＝２，得到长度为１９，个数为３，定义在有限域
Ｆ１９上的跳频序列集为：

Ｓ＝
ｓ１＝｛２，０，１，１，２，１，２，０，０，２，２，０，０，２，１，２，１，１，０｝

ｓ２＝｛２，２，０，０，１，０，１，２，２，１，１，２，２，１，０，１，０，０，２｝

ｓ３＝｛２，１，２，２，０，２，０，１，１，０，０，１，１，０，２，０，２，２，１
{ }

｝

对于时延τ，０≤τ≤１８，汉明相关分别如下：
汉明自相关为：

Ｈｓ１（τ）＝｛５，５，５，７，５，７，５，５，７，７，５，５，７，５，７，５，５，５｝
Ｈｓ２（τ）＝｛７，５，５，５，５，５，７，７，５，５，７，７，５，５，５，５，５，７｝
Ｈｓ３（τ）＝｛５，７，７，５，７，５，５，５，５，５，５，５，５，７，５，７，７，５｝

汉明互相关为：

Ｈｓ１，ｓ２（τ）＝｛７，６，６，７，６，７，７，７，７，７，７，７，７，６，７，６，６，７，１｝

Ｈｓ１，ｓ３（τ）＝｛６，７，７，７，７，７，６，６，７，７，６，６，７，７，７，７，７，６，１｝
Ｈｓ２，ｓ１（τ）＝｛７，６，６，７，６，７，７，７，７，７，７，７，７，６，７，６，６，７，１｝
Ｈｓ２，ｓ３（τ）＝｛７，７，７，６，７，６，７，７，６，６，７，７，６，７，６，７，７，７，１｝
Ｈｓ３，ｓ１（τ）＝｛７，７，７，６，７，６，７，７，６，６，７，７，６，７，６，７，７，７，１｝
Ｈｓ３，ｓ２（τ）＝｛６，７，７，７，７，７，６，６，７，７，６，６，７，７，７，７，７，６，１｝
最大周期汉明相关为：

Ｈｍ（Ｓ）＝７
可以验证，关于 ＰｅｎｇＦａｎ界，Ｓ是最优的跳频序

列集。关于ＬｅｍｐｅｌＧｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ界，Ｓ中每个跳频序列
是渐进最优的。

３　结　语

基于分圆理论，提出了一种关于 ＰｅｎｇＦａｎ界最优
的跳频序列集的构造方法。本文所构造的跳频序列集

与参考文献中所构造的跳频序列集的相关比较如表１
所示。

表１　本文构造的跳频序列集与已知跳频序列集的比较

文献 长度 个数
频隙

个数

最大

汉明

相关

限制条件 ＰｅｎｇＦａｎ界

Ｌｅｍｐｅｌ

Ｇｒｅｅｎ

ｂｅｒｇｅｒ界

［５］ ｐ ｅ ｅ＋１ ｆ

ｐ为素数，

２≤４；ｆ≤４

；ｅ＋２

最优 最优

［８］ ２ｐ
?ｅ

／２」
ｅ＋１ ｆ

ｐ为素数，

２≤４；ｆ≤４

；（ｅ＋２）／６

最优
渐进

最优

［７］ ｐ－１ ｅ ｅ＋１ ｆ
ｐ为素数，

ｆ≤４；ｅ－１
最优 最优

［９］
ｎ（ｐ

－１）

?ｅ／

ｎ」
ｅ＋１ ｎｆ

ｐ为素数，

ｇｃｄ（ｎ，ｅｆ）

＝１ｎ（ｆ＋１）

≤４；ｅ

最优
渐进

最优

［１２］ ｎｐ
?ｅ／

ｎ」
ｅ＋１ ｎｆ

ｐ为素数，

ｎｆ≤４；ｅ

ｎ＝１或

ｎ≠０；

１，ｆ＝１

最优其余情

况渐进最优

最优

定理

１
ｑ ｅ ｅ ｆ＋１

ｑ为素数

或素数方幂

，ｆ是偶数

最优
渐进

最优

本文方法简单易行，丰富了跳频序列集的构造方

法。利用分圆理论构造更多最优的其它类跳频序列集

将是我们进一步研究的内容。

（下转第１５９页）
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型效果。底部四个按钮分别实现图像左右移和放大缩

小功能。

４　结　语

基于ＯｐｅｎＧＬＥＳ的Ａｎｄｏｒｉｄ移动终端三维地图绘
制方法研究是未来移动定位可视化的研究热点，也是

个人真实场景导航定位应用的关键技术。伴随数字城

市和智慧城市建设的不断推进，对数据获取和显示提

出更高要求，移动终端三维实景模型的快速建立与良

好的人机交互对于推动数字化进程具有明显优势，相

关技术的发展具有良好应用前景。
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