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摘　要　　多粒度决策理论粗糙集是多粒度视角下三支决策中一种重要的模型。在数值型不完备数据下建立邻
域容差关系；在其基础上提出乐观和悲观的邻域多粒度决策理论粗糙集模型。为了弥补这两种模型的局限，提出

平均邻域多粒度决策理论粗糙集模型，并分析相关性质以及相互关系。同时为了使所提出的邻域多粒度决策理

论粗糙集适用于不完备数据环境，运用区间值的形式表示代价函数，并通过选取不同参数的方式提出一种可变三

支决策。实例分析表明，该模型与方法具有一定的合理性与灵活性。
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０　引　言

粗糙集理论［１］是由波兰学者 Ｐａｗｌａｋ提出的一种
不确定性数据的分析工具，目前已广泛地运用于分类

学习、模式识别以及数据挖掘等领域［２－４］。同时粗糙

集理论经过几十年的研究，已在不同的领域和不同背

景下进行了相关的改进与拓展，诸如概率粗糙集［５－６］、

变精度粗糙集［７］、邻域粗糙集［８－９］和模糊粗糙集［１０］

等。在这些拓展的粗糙集模型中，概率粗糙集是一种

常用的粗糙集模型，它通过一对阈值来对经典粗糙集

模型进行改进［５－６］，因而使其具有容忍噪声数据的特

性，目前已引起学者们的广泛研究［１１－１２］。Ｙａｏ等［１３］

通过代价的角度来对概率粗糙集模型中的一对阈值进

行学习，提出了决策理论粗糙集模型，并且基于该模型

诱导出了一种特殊的决策方式，被称之为三支决

策［１４］。三支决策相当于对传统的二支决策进行扩展，

它通过最小化代价的视角进行决策，其决策的结果分
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为三种情形，分别为接受、延迟和拒绝，这种形式开辟

了一种崭新的决策方法，在其他领域获得了大量的应

用［１５－１７］。目前决策理论粗糙集和三支决策已成为粗

糙集理论研究的热点。

根据粒计算［１８］的视角，经典粗糙集模型以及各类

的扩展模型都可以称之为单粒度下的粗糙集模型。然

而在现实的应用环境下，需要通过多层级和多视角对

研究对象进行全方位的数据挖掘，因此 Ｑｉａｎ等［１９］提

出了多粒度粗糙集模型，为粗糙集理论的研究提供了

全新的思路。为了在多粒度粗糙集模型中融入代价学

习，Ｑｉａｎ等［２０］又提出了基于多粒度的决策理论粗糙集

模型，该模型在多粒度数据挖掘和三支决策方面都是

一种有效的工具。然而现实的应用环境是复杂多样

的，例如数值型数据和含缺失值数据的存在，使得传统

的多粒度决策理论粗糙集模型面临着一定的挑战。近

年来，Ｌｉ等［２１］提出基于邻域关系的决策理论粗糙集模

型，为决策理论粗糙集模型处理数值型数据提供了一

种有效的解决方案。而对于不完备数据，基于容差关

系的粗糙集理论是一种常用的处理方法［８，２２］。本文针

对不完备的数值型数据，提出一种邻域多粒度的决策

理论粗糙集模型。首先在不完备数值型数据中建立邻

域容差关系，然后在其基础上提出邻域多粒度决策理

论粗糙集模型，包括乐观邻域多粒度决策理论粗糙集

和悲观邻域多粒度决策理论粗糙集。由于这两种模型

在粗糙逼近刻画方面存在过于宽松和过于苛刻的局限

性［２３］，因此又提出了一种平均邻域多粒度决策理论粗

糙集，克服了两种模型的缺点，并分析了三种模型之间

的相互关系。

三支决策建立在决策理论粗糙集模型的基础上，

其中模型中的阈值直接由给定的代价函数来确定［１４］，

通常代价函数都是具体的数值。然而在不完备信息系

统中，由于缺失值的存在，信息系统的不确定性将会进

一步增大［２４］，但是在传统的三支决策模型中，代价函

数是一个具体的取值［２５］。因此本文在不完备邻域多

粒度决策理论粗糙集模型的基础上，通过区间值的形

式来表示代价函数，然后通过一个参数来确定具体的

代价函数值，从而诱导出对应的三支决策结果，本文称

之为可变三支决策，理论分析表明了该方法的正确性。

最后本文通过一个具体的不完备数值型信息表的实例

来分析所提出模型的有效性与优越性，同时对模型中

的有关参数进行了分析与讨论。

１　基本理论

１．１　邻域多粒度粗糙集模型
通常，粗糙集理论［１］研究的数据对象被称为信息

系统，一个信息系统表示为 ＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，Ｖ），这里的 Ｕ
称为论域，是一个非空有限对象集，Ａｔ为全体属性集，
Ｖ为所有属性的值域。当Ａｔ＝Ｃ∪Ｄ，且 Ｃ∩Ｄ＝，其
中Ｃ为条件属性集，Ｄ为决策属性集，那么此信息系统
又称为决策信息系统。当信息系统的条件属性值均为

连续型时，这类信息系统又称为邻域信息系统［９］。

经典粗糙集模型是处理不确定数据的一种有效工

具，它通过等价关系对论域空间进行知识划分，从而对

不确定性的目标对象进行粗糙逼近［１］，目前在机器学

习和数据挖掘等领域发挥着重要的作用［４，８－１０，１５－１６］。

在粒计算视角下，经典粗糙集理论相当于以一种单粒

度的视角对目标概念进行分析和描述，为了从多个视

角来处理和分析问题，Ｑｉａｎ等［１９］提出了多粒度粗糙集

模型。为了使多粒度粗糙集模型能够处理邻域信息系

统，Ｌｉｎ等［２６］又提出了邻域多粒度粗糙集模型。

定义１［９］　考虑一个邻域信息系统 ＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，
Ｖ），ＢＡｔ在论域Ｕ上诱导的邻域关系定义为：

ＮδＢ＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｕ×Ｕ ｄＢ（ｘ，ｙ）≤δ｝ （１）
式中：δ是一非负常数，称为邻域半径，ｄＢ（ｘ，ｙ）称为对
象ｘ与ｙ在属性集Ｂ下的距离，常用的距离公式采用
闵可夫斯基距离［９］。可以看出，邻域关系ＮδＢ满足自反
性和对称性，但不满足传递性。同时，ｘ∈Ｕ在论域
上关于邻域关系 ＮδＢ的邻域定义为 ｎδＢ（ｘ）＝｛ｙ∈Ｕ
（ｘ，ｙ）∈ＮδＢ｝。

在不引起混淆的情形下，下文适当略去邻域半径

δ的标记。
定义２［２６］　考虑一个邻域信息系统 ＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，

Ｖ），Ｂ１，Ｂ２，…，ＢｍＡｔ是一个包含 ｍ个属性子集的属
性子集族，它们诱导出的邻域关系分别为ＮＢ１，ＮＢ２，…，
ＮＢｍ。对于目标近似对象集ＸＵ，基于这 ｍ个邻域关
系的乐观邻域多粒度粗糙集的下近似和上近似分别定

义为：

　∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ
（Ｘ）＝｛ｘｎＢ１（ｘ）Ｘ∨ｎＢ２（ｘ）

Ｘ∨…∨ｎＢｍ（ｘ）Ｘ｝ （２）

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ
（Ｘ）＝～∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ
（～Ｘ） （３）

称 ∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ
（Ｘ），∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ
（Ｘ） 为Ｘ关于ｍ个邻域关
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系ＮＢ１，ＮＢ２，…，ＮＢｍ的乐观邻域多粒度粗糙集。同时，
Ｘ关于ｍ个邻域关系的乐观邻域多粒度正区域，负区
域和边界域分别定义为：

ＰＯＳＯ∑ｍ
ｉ＝１ＮＢｉ
（Ｘ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ
（Ｘ） （４）

ＮＥＧＯ∑ｍ
ｉ＝１ＮＢｉ
（Ｘ）＝Ｕ－∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ
（Ｘ） （５）

　ＢＵＮＯ∑ｍ
ｉ＝１ＮＢｉ
（Ｘ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ
（Ｘ）－∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ
（Ｘ）（６）

定义３［２６］　考虑邻域信息系统 ＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，Ｖ），
Ｂ１，Ｂ２，…，ＢｍＡｔ是一个包含ｍ个属性子集的属性子
集族，它们诱导出的邻域关系分别为ＮＢ１，ＮＢ２，…，ＮＢｍ。
对于目标近似对象集 ＸＵ，基于这 ｍ个邻域关系的
悲观邻域多粒度粗糙集的下近似和上近似分别定

义为：

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ
（Ｘ）＝｛ｘｎＢ１（ｘ）Ｘ∧ｎＢ２（ｘ）

Ｘ∧…∧ｎＢｍ（ｘ）Ｘ｝ （７）

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ
（Ｘ）＝～∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ
（～Ｘ） （８）

称 ∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ
（Ｘ），∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ
（Ｘ） 为 Ｘ关于 ｍ个邻域关

系ＮＢ１，ＮＢ２，…，ＮＢｍ的悲观邻域多粒度粗糙集。同时，
Ｘ关于ｍ个邻域关系的悲观邻域多粒度正区域，负区
域和边界域分别定义为：

ＰＯＳＰ∑ｍ
ｉ＝１ＮＢｉ
（Ｘ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ
（Ｘ） （９）

ＮＥＧＰ∑ｍ
ｉ＝１ＮＢｉ
（Ｘ）＝Ｕ－∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ
（Ｘ） （１０）

ＢＵＮＰ∑ｍ
ｉ＝１ＮＢｉ
（Ｘ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ
（Ｘ）－∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ
（Ｘ）（１１）

目前邻域多粒度粗糙集模型已成为多粒度粗糙集

领域的一种重要的模型。

１．２　决策理论粗糙集模型
Ｙａｏ等［５，１３－１４］以代价的理论为基础，通过贝叶斯

决策过程来确定概率粗糙集中的两个阈值参数，推导

出具有最小代价化的决策规则，即三支决策。

对于贝叶斯决策方法，定义一个非空有限状态集

为Ω＝｛ω１，ω２，…，ωｓ｝，一个非空有限行为集为 Γ＝
｛ａ１，ａ２，…，ａｔ｝，对于ｘ∈Ｕ，设对象 ｘ处于状态 ωｊ
（１≤ｊ≤ｓ）的条件概率为Ｐ（ωｊ ｘ），令λ（ａｉ ωｊ）表示ｘ
处于状态ωｊ采取行为ａｉ（１≤ｉ≤ｔ）时的代价函数（损失
函数）。对于对象ｘ，可以得到它采取行为ａｉ的预期代
价，表示为：

Ｒ（ａｉ ｘ）＝∑
ｓ

ｊ＝１
λ（ａｉ ωｊ）·Ｐ（ωｊ ｘ） （１２）

在决策理论粗糙集模型中，所研究的数据对象为

信息系统，那么对象的状态集可表示为 Ω＝｛Ｘ，～Ｘ｝，
行为集可表示为Γ＝｛ａＰ，ａＢ，ａＮ｝，其中ａＰ表示对象被
分类到 Ｘ的正区域，ａＢ表示对象被分类到 Ｘ的边界
域，ａＮ表示对象被分类到 Ｘ的负区域。由于决策理论
粗糙集模型中只包含两种状态和三种行为，因此可以

通过表格的形式去展示出每种状态采取每种行为的代

价函数，具体如表１所示。

表１　所有形式的代价函数

Γ Ｘ ～Ｘ

ａＰ λＰＰ λＰＮ

ａＢ λＢＰ λＢＮ

ａＮ λＮＰ λＮＮ

在表１中，λＰＰ、λＢＰ和 λＮＰ分别表示对象 ｘ隶属于
Ｘ时分别采取ａＰ、ａＢ和 ａＮ时的代价，λＰＮ、λＢＮ和 λＮＮ分
别表示对象ｘ不隶属于Ｘ时分别采取ａＰ、ａＢ和ａＮ时的
代价，通过条件概率 Ｐ（Ｘ ［ｘ］）表示对象 ｘ隶属于 Ｘ
的程度，这里的［ｘ］表示对象ｘ的等价类。因此可以得
到对象ｘ采取三种行为的预期代价，分别表示为：
Ｒ（ａＰ ［ｘ］）＝λＰＰ·Ｐ（Ｘ ［ｘ］）＋λＰＮ·Ｐ（～Ｘ ［ｘ］）

（１３）
Ｒ（ａＢ ［ｘ］）＝λＢＰ·Ｐ（Ｘ ［ｘ］）＋λＢＮ·Ｐ（～Ｘ ［ｘ］）

（１４）
Ｒ（ａＮ ［ｘ］）＝λＮＰ·Ｐ（Ｘ ［ｘ］）＋λＮＮ·Ｐ（～Ｘ ［ｘ］）

（１５）
根据贝叶斯决策方法，可以得到如下三个最小化

代价的决策规则：

（Ｐ）如果Ｒ（ａＰ ［ｘ］）＜Ｒ（ａＢ ［ｘ］），并且
Ｒ（ａＰ ［ｘ］）＜Ｒ（ａＮ ［ｘ］），那么ｘ∈ＰＯＳ（Ｘ）；
（Ｂ）如果Ｒ（ａＢ ［ｘ］）＜Ｒ（ａＰ ［ｘ］），并且
Ｒ（ａＢ ［ｘ］）＜Ｒ（ａＮ ［ｘ］），那么ｘ∈ＢＵＮ（Ｘ）；
（Ｎ）如果Ｒ（ａＮ ［ｘ］）＜Ｒ（ａＰ ［ｘ］），并且
Ｒ（ａＮ ［ｘ］）＜Ｒ（ａＢ ［ｘ］），那么ｘ∈ＮＥＧ（Ｘ）。
由于Ｐ（Ｘ ［ｘ］）＋Ｐ（～Ｘ ［ｘ］）＝１，这里 Ｙａｏ

等［１４］假设０≤λＰＰ≤λＢＰ≤λＮＰ和０≤λＮＮ≤λＢＮ≤λＰＮ，那
么决策规则（Ｐ）、（Ｂ）和（Ｎ）可以进一步表示为：

（Ｐ）如果Ｐ（Ｘ ［ｘ］）≥α且Ｐ（Ｘ ［ｘ］）≥γ，那么
ｘ∈ＰＯＳ（Ｘ）；

（Ｂ）如果Ｐ（Ｘ ［ｘ］）＜α且Ｐ（Ｘ ［ｘ］）＜β，那么
ｘ∈ＢＵＮ（Ｘ）；

（Ｃ）如果Ｐ（Ｘ ［ｘ］）＜γ且Ｐ（Ｘ ［ｘ］）≤β，那么
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ｘ∈ＮＥＧ（Ｘ）。
其中：

α＝
λＰＮ－λＢＮ

（λＰＮ－λＢＮ）＋（λＢＰ－λＰＰ）
（１６）

β＝
λＢＮ－λＮＮ

（λＢＮ－λＮＮ）＋（λＮＰ－λＢＰ）
（１７）

γ＝
λＰＮ－λＮＮ

（λＰＮ－λＮＮ）＋（λＮＰ－λＰＰ）
（１８）

由于０≤β＜γ＜α≤１，因此：
（Ｐ）如果Ｐ（Ｘ ［ｘ］）≥α，那么ｘ∈ＰＯＳ（Ｘ）；
（Ｂ）如果β＜Ｐ（Ｘ ［ｘ］）＜α，那么ｘ∈ＢＵＮ（Ｘ）；
（Ｎ）如果Ｐ（Ｘ ［ｘ］）≤β，那么ｘ∈ＮＥＧ（Ｘ）。
根据以上推导，Ｙａｏ等给出了决策理论粗糙集模

型上下近似的定义。

定义４［１４］　对于信息系统ＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，Ｖ），设代价
函数如表１所示，令 ＢＡｔ，那么ＸＵ关于 Ｂ的决
策理论粗糙集模型的下近似与上近似分别定义为：

Ｂ（α，β）（Ｘ）＝｛ｘＰ（Ｘ ［ｘ］）≥α｝ （１９）

Ｂ（α，β）（Ｘ）＝｛ｘＰ（Ｘ ［ｘ］）＞β｝ （２０）
同时，Ｘ关于Ｂ的决策理论正区域、边界域和负区

域分别定义为：

ＰＯＳ（α，β）Ｂ （Ｘ）＝Ｂ（α，β）（Ｘ） （２１）

ＢＵＮ（α，β）Ｂ （Ｘ）＝Ｂ（α，β）（Ｘ）－Ｂ（α，β）（Ｘ） （２２）

ＮＥＧ（α，β）Ｂ （Ｘ）＝Ｕ－Ｂ（α，β）（Ｘ） （２３）

２　不完备邻域多粒度决策理论粗糙集

Ｌｉｎ等［２６］提出的邻域多粒度粗糙集模型只能适用

于完备型的邻域信息系统。现实中包含缺失属性值的

邻域信息系统大量存在［８］，为了解决 Ｌｉｎ的邻域多粒
度粗糙集模型的局限性，可以考虑将该模型在不完备

邻域信息系统进行拓展。近年来，Ｌｉ等［２１］提出了基于

邻域关系的决策理论粗糙集模型，因此在此基础上，本

文进一步提出不完备邻域多粒度决策理论粗糙集

模型。

定义５［２１］　考虑邻域信息系统ＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，Ｖ），对
于ｘ∈Ｕ和ＸＵ，ｘ在 ＢＡｔ下的邻域为 ｎδＢ（ｘ），设

条件概率Ｐ（Ｘ ｎδＢ（ｘ））＝
ｎδＢ（ｘ）∩Ｘ
ｎδＢ（ｘ）

，那么Ｘ关于Ｂ

的邻域决策理论粗糙集的下近似和上近似分别为：

ＮＢ
（α，β）（Ｘ）＝｛ｘＰ（Ｘ ｎδＢ（ｘ））≥α｝ （２４）

ＮＢ
（α，β）（Ｘ）＝｛ｘＰ（Ｘ ｎδＢ（ｘ））＞β｝ （２５）

这里的α，β诱导方式同１．２节。类似地，Ｘ关于 Ｂ的
邻域决策理论粗糙集正区域、边界域和负区域分别定

义为：

ＰＯＳ（α，β）ＮＢ （Ｘ）＝ＮＢ
（α，β）（Ｘ） （２６）

ＢＵＮ（α，β）ＮＢ （Ｘ）＝ＮＢ
（α，β）（Ｘ）－ＮＢ

（α，β）（Ｘ） （２７）

ＮＥＧ（α，β）ＮＢ （Ｘ）＝Ｕ－ＮＢ
（α，β）（Ｘ） （２８）

Ｑｉａｎ等［２０］提出了在完备型信息系统中提出了多

粒度决策理论粗糙集模型，在Ｑｉａｎ的基础上结合定义
５，提出一种不完备邻域多粒度决策理论粗糙集模型。

在提出不完备邻域多粒度决策理论粗糙集模型

前，需要首先确定不完备邻域信息系统中邻域的定义，

本文这里采用Ｚｈａｏ等［２７］提出的邻域容差关系。

定义６［２７］　称ＩＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，Ｖ）为不完备邻域信息
系统，利用“”表示缺失的属性值，即∈Ｖ。设邻域
半径为δ，定义ＢＡｔ在论域Ｕ上的邻域容差关系为：

ＮＴδＢ＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｕ×Ｕ ａ（ｘ）＝∨
ａ（ｙ）＝∨ｄ｛ａ｝（ｘ，ｙ）≤δ，ａ∈Ｂ｝ （２９）

同时，ｘ∈Ｕ在邻域容差关系ＮＴδＢ下的邻域容差
类为ｎｔδＢ（ｘ）＝｛ｙ （ｘ，ｙ）∈ＮＴδＢ｝。下文中，将邻域容
差类简称为邻域。

２．１　不完备乐观邻域多粒度决策理论粗糙集
模型

　　根据 Ｑｉａｎ等［２０］学者提出的乐观多粒度决策理论

粗糙集模型，在本节中，提出不完备信息系统下的乐观

邻域多粒度决策理论粗糙集模型。

定义７　对于不完备邻域信息系统 ＩＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，
Ｖ），Ｂ１，Ｂ２，…，ＢｍＡｔ是一个属性子集族，它们诱导出
的邻域容差关系分别为 ＮＴＢ１，ＮＴＢ２，…，ＮＴＢｍ。对于目
标近似对象集ＸＵ，Ｘ关于ｍ个邻域容差关系的乐观
邻域多粒度决策理论粗糙集的下近似和上近似分别定

义为：

　∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

α
（Ｘ）＝｛ｘＰ（Ｘ ｎｔＢ１（ｘ））≥α∨

Ｐ（Ｘ ｎｔＢ２（ｘ））≥α∨…∨
Ｐ（Ｘ ｎｔＢｍ（ｘ））≥α｝ （３０）

　∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

β
（Ｘ）＝Ｕ－｛ｘＰ（Ｘ ｎｔＢ１（ｘ））≤

β∧Ｐ（Ｘ ｎｔＢ２（ｘ））≤β∧…∧
Ｐ（Ｘ ｎｔＢｍ（ｘ））≤β｝ （３１）

称 ∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

α
（Ｘ），∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

α
（Ｘ） 为Ｘ关于ｍ个邻

域容差关系ＮＢ１，ＮＢ２，…，ＮＢｍ的乐观邻域多粒度决策理
论粗糙集。这里的 Ｐ（Ｘ ｎｔＢ２（ｘ））表示条件概率，满

足Ｐ（Ｘ ｎｔＢ２（ｘ））＝
ｎｔＢ２（ｘ）∩Ｘ
ｎｔＢ２（ｘ）

。α和 β是一对

阈值。
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同时，Ｘ关于ｍ个邻域容差关系的乐观邻域多粒
度决策理论粗糙集的正区域、边界域和负区域分别定

义为：

ＰＯＳＯ
∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ
（Ｘ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

α
（Ｘ） （３２）

ＢＵＮＯ
∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ
（Ｘ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

β
（Ｘ）－∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

α
（Ｘ）（３３）

ＮＥＧＯ
∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ
（Ｘ）＝Ｕ－∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

β
（Ｘ） （３４）

根据定义７中关于乐观邻域多粒度决策理论粗糙
集模型的定义以及文献［１９－２０］，可以得到如下
性质。

性质１　对于不完备邻域信息系统 ＩＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，
Ｖ），Ｂ１，Ｂ２，…，ＢｍＡｔ是一个属性子集族，诱导出的邻
域容差关系分别为 ＮＴＢ１，ＮＴＢ２，…，ＮＴＢｍ。对于Ｘ
Ｕ，满足：

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

α
（Ｘ）ＮＢｉα（Ｘ）　１≤ｉ≤ｍ （３５）

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

β
（Ｘ）ＮＢｉβ（Ｘ）　１≤ｉ≤ｍ （３６）

这里的ＮＢｉα（Ｘ）＝｛ｘ Ｐ（Ｘ ｎｔＢｉ（ｘ））≥α｝，并且ＮＢｉβ
（Ｘ）＝｛ｘＰ（Ｘ ｎｔＢｉ（ｘ））≥β｝。　

性质２　对于不完备邻域信息系统 ＩＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，
Ｖ），Ｂ１，Ｂ２，…，ＢｍＡｔ是一个属性子集族，诱导出的邻
域容差关系分别为 ＮＴＢ１，ＮＴＢ２，…，ＮＴＢｍ。对于Ｘ
Ｕ，满足：

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

α
（Ｘ）＝∪

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉα（Ｘ） （３７）

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

β
（Ｘ）＝∩

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉβ（Ｘ） （３８）

式中：ＮＢｉα（Ｘ）和ＮＢｉβ（Ｘ）的定义同性质１。

性质３　对于不完备邻域信息系统 ＩＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，
Ｖ），Ｂ１，Ｂ２，…，ＢｍＡｔ是一个属性子集族，诱导出的邻
域容差关系分别为 ＮＴＢ１，ＮＴＢ２，…，ＮＴＢｍ。对于 Ｘ１
Ｘ２Ｕ，满足：　

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

α
（Ｘ１）∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

α
（Ｘ２） （３９）

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

β
（Ｘ１）∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｏ

β
（Ｘ２） （４０）

２．２　不完备悲观邻域多粒度决策理论粗糙集
模型

　　根据 Ｑｉａｎ等［２０］学者提出的悲观多粒度决策理论

粗糙集模型，这里同样提出不完备信息系统下的悲观

邻域多粒度决策理论粗糙集模型。

定义８　对于不完备邻域信息系统 ＩＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，
Ｖ），Ｂ１，Ｂ２，…，ＢｍＡｔ是一个属性子集族，诱导出的邻
域容差关系分别为 ＮＴＢ１，ＮＴＢ２，…，ＮＴＢｍ。对于目标近
似对象集ＸＵ，Ｘ关于ｍ个邻域容差关系的悲观邻域
多粒度决策理论粗糙集的下近似和上近似分别定

义为：

　∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

α
（Ｘ）＝｛ｘＰ（Ｘ ｎｔＢ１（ｘ））≥

α∧Ｐ（Ｘ ｎｔＢ２（ｘ））≥
α∧…∧Ｐ（Ｘ ｎｔＢｍ（ｘ））≥α｝ （４１）

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

β
（Ｘ）＝Ｕ－｛ｘＰ（Ｘ ｎｔＢ１（ｘ））≤

β∨Ｐ（Ｘ ｎｔＢ２（ｘ））≤
β∨…∨Ｐ（Ｘ ｎｔＢｍ（ｘ））≤β｝ （４２）

称 ∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

α
（Ｘ），∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

α
（Ｘ） 为 Ｘ关于 ｍ个邻

域容差关系ＮＢ１，ＮＢ２，…，ＮＢｍ的悲观邻域多粒度决策理
论粗糙集。同理，Ｘ关于 ｍ个邻域容差关系的悲观邻
域多粒度决策理论粗糙集的正区域、边界域和负区域

分别定义为：

ＰＯＳＰ
∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ
（Ｘ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

α
（Ｘ） （４３）

　ＢＵＮＰ
∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ
（Ｘ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

β
（Ｘ）－∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

α
（Ｘ） （４４）

ＮＥＧＰ
∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ
（Ｘ）＝Ｕ－∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

β
（Ｘ） （４５）

同样地，悲观邻域多粒度决策理论粗糙集也满足

如下性质。

性质４　对于不完备邻域信息系统 ＩＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，
Ｖ），Ｂ１，Ｂ２，…，ＢｍＡｔ是一个属性子集族，诱导出的邻
域容差关系分别为 ＮＴＢ１，ＮＴＢ２，…，ＮＴＢｍ。对于Ｘ
Ｕ，满足：

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

α
（Ｘ）ＮＢｉα（Ｘ）　１≤ｉ≤ｍ （４６）

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

β
（Ｘ）ＮＢｉβ（Ｘ）　１≤ｉ≤ｍ （４７）

式中：ＮＢｉα（Ｘ）和ＮＢｉβ（Ｘ）的定义同性质１。

性质５　对于不完备邻域信息系统 ＩＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，
Ｖ），Ｂ１，Ｂ２，…，ＢｍＡｔ是一个属性子集族，诱导出的邻
域容差关系分别为 ＮＴＢ１，ＮＴＢ２，…，ＮＴＢｍ。对于Ｘ
Ｕ，满足：

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

α
（Ｘ）＝∩

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉα（Ｘ） （４８）

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

β
（Ｘ）＝∪

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉβ（Ｘ） （４９）
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式中：ＮＢｉα（Ｘ）和ＮＢｉβ（Ｘ）的定义同性质１。

性质６　对于不完备邻域信息系统 ＩＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，
Ｖ），Ｂ１，Ｂ２，…，ＢｍＡｔ是一个属性子集族，诱导出的邻
域容差关系分别为 ＮＴＢ１，ＮＴＢ２，…，ＮＴＢｍ。对于 Ｘ１
Ｘ２Ｕ，满足：　

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

α
（Ｘ１）∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

α
（Ｘ２） （５０）

∑
ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

β
（Ｘ１）∑

ｍ

ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｐ

β
（Ｘ２） （５１）

２．３　不完备平均邻域多粒度决策理论粗糙集
模型

　　根据定义７，在乐观邻域多粒度决策理论粗糙集
中，下近似集中的元素只需任意满足条件概率大于阈

值α，而对于定义８中的悲观邻域多粒度决策理论粗
糙集，其下近似集的元素必须满足所有的条件概率大

于阈值α，因此，这两种下近似的定义存在着过于宽松
和过于严格的缺陷。近年来，学者们也提出了一些改

进的方法［２０，２３］。本节在文献［２０］的基础上，提出一种
平均邻域多粒度决策理论粗糙集。

定义９　对于不完备邻域信息系统 ＩＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，
Ｖ），Ｂ１，Ｂ２，…，ＢｍＡｔ是一个属性子集族，诱导出的邻
域容差关系分别为 ＮＴＢ１，ＮＴＢ２，…，ＮＴＢｍ。对于目标近
似对象集ＸＵ，Ｘ关于ｍ个邻域容差关系的平均邻域
多粒度决策理论粗糙集的下近似和上近似分别定

义为：

∑
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ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｍ

α
（Ｘ）＝｛ｘ（Ｐ（Ｘ ｎｔＢ１（ｘ））＋
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ｉ＝１
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α
（Ｘ） 为Ｘ关于ｍ个邻

域容差关系ＮＢ１，ＮＢ２，…，ＮＢｍ的平均邻域多粒度决策理
论粗糙集。同理，Ｘ关于 ｍ个邻域容差关系的平均邻
域多粒度决策理论粗糙集的正区域、边界域和负区域

分别定义为：
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ｉ＝１
ＮＢｉ

Ｍ

β
（Ｘ） （５６）

平均邻域多粒度决策理论粗糙集满足如下性质。

性质７　对于不完备邻域信息系统 ＩＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，
Ｖ），Ｂ１，Ｂ２，…，ＢｍＡｔ是一个属性子集族，诱导出的邻
域容差关系分别为 ＮＴＢ１，ＮＴＢ２，…，ＮＴＢｍ。对于 Ｘ１
Ｘ２Ｕ，满足：　
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性质８　对于不完备邻域信息系统 ＩＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，
Ｖ），Ｂ１，Ｂ２，…，ＢｍＡｔ是一个属性子集族，诱导出的邻
域容差关系分别为 ＮＴＢ１，ＮＴＢ２，…，ＮＴＢｍ。对于Ｘ
Ｕ，满足：
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因此式（６１）成立。
对于ｘ∈ＮＥＧ
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此式（６２）成立。
性质４揭示了这三种邻域多粒度决策理论粗糙集

之间的关系。从中可以看出，乐观情形的下近似刻画

得较为宽松，使得下近似集较大，而平均情形的下近似

适当限制了乐观情形的定义，平均情形的下近似集小

于乐观的下近似集；悲观情形下的下近似刻画得较为

严格，使得下近似集较小，而平均情形的下近似集放宽

了悲观下近似集的定义，使得平均情形的下近似集大

于悲观的下近似集。因此，针对乐观和悲观两种模型

的局限性，平均情形下的模型有着很大的改进。

决策偏好是一种重要的多属性决策问题。在第２
节中提出了三种邻域多粒度决策理论粗糙集，这三种

模型均通过阈值α和 β来限制目标概念的粗糙近似，
因此这里只需要对阈值的大小进行调整便可以达到决

策的偏好程度。对于目标概念 Ｘ，如果决策者是 Ｘ厌
恶型，那么可以提高阈值α，从而提高目标概念的逼近
程度，反之则降低阈值 α。同理对于目标概念 ～Ｘ，可
以通过调整阈值β达到同样的效果。而在所提出的模
型中，阈值α和β直接由代价函数得到，因此对于决策
偏好问题，本质上可以通过选择适当的代价函数来实

现，即决策厌恶型可以选择高的误分类代价，反之选择

低的误分类代价。

３　可变三支决策

第２节中给出了三种不完备邻域多粒度决策理论
粗糙集模型，每种模型都将论域划分为三个互不相交

的区域，即正区域、边界域和负区域，基于这三个区域

便可以导出邻域多粒度决策理论粗糙集模型下的三支

决策。

对于ＸＵ，设ＰＯＳ（Ｘ）、ＢＵＮ（Ｘ）和ＮＥＧ（Ｘ）分别
代表了各种不完备邻域多粒度决策理论粗糙集模型下

的三个区域。那么可以导出三种决策规则：

（Ｐ）若ｘ∈ＰＯＳ（Ｘ），则Ｄｅｃ（ｘ） →
＋
Ｄｅｃ（Ｘ）；

（Ｂ）若ｘ∈ＢＵＮ（Ｘ），则Ｄｅｃ（ｘ） →
？
Ｄｅｃ（Ｘ）；

（Ｎ）若ｘ∈ＮＥＧ（Ｘ），则Ｄｅｃ（ｘ） →
－
Ｄｅｃ（Ｘ）。

其中Ｄｅｃ（·）表示·的描述［１４］， →
＋
表示接受决策，

→
？
表示延迟决策， →

－
表示拒绝决策。

根据Ｙａｏ提出的三支决策理论，代价函数是三支
决策诱导的关键，通过代价函数，可以计算出一对阈值

α和β，从而依据决策理论粗糙集模型对论域划分成三
个区域。目前的决策理论粗糙集模型基于完备信息系

统构建，代价函数是一个事先给定的数值，但是在不完

备信息系统中，由于缺失值的存在，信息系统的不确定

性会进一步增大［２４］，这种不确定性的增大固然会产生

代价函数也出现一定的不确定性［２５］，而传统的代价函

数是以固定值的形式给出，因而并不适用于不完备信

息系统。为此，本文不再将代价函数设定为单一的数

值，而是以一种区间值的形式来表现代价函数的这种

不确定性，通过区间值的形式可以调控代价函数的大

小，进而可以建立不同程度的三支决策。本文将这种

决策诱导方式命名为可变三支决策。

类似于表１，将代价函数扩展成区间值的形式如
表２所示。定义代价函数珘λ＝［λ←，λ→］，其中λ←表示

区间值的下界，λ→表示区间值的上界。

表２　区间值代价函数

Γ Ｘ ～Ｘ

ａＰ 珘λＰＰ＝［λ←ＰＰ，λ→ＰＰ］ 珘λＰＮ＝［λ←ＰＮ，λ→ＰＮ］

ａＢ 珘λＢＰ＝［λ←ＢＰ，λ→ＢＰ］ 珘λＢＮ＝［λ←ＢＮ，λ→ＢＮ］

ａＮ 珘λＮＰ＝［λ←ＮＰ，λ→ＮＰ］ 珘λＮＮ＝［λ←ＮＮ，λ→ＮＮ］

根据表２，可以得到如下关系：
λ←ＰＰ≤λ←ＢＰ＜λ←ＮＰ，λ→ＰＰ≤λ→ＢＰ＜λ→ＮＰ；

λ←ＰＮ≤λ←ＢＮ＜λ←ＮＮ，λ→ＰＮ≤λ→ＢＮ＜λ→ＮＮ。
类似于传统的决策理论粗糙集模型，这里定义ｘ∈

Ｕ采取三种行为的预期代价为：
珘Ｒ（ａＰ ｎｔ（ｘ））＝珘λＰＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋珘λＰＮＰ（～Ｘ ｎｔ（ｘ））＝

［λ←ＰＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ）），λ→ＰＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））］＋

［λ←ＰＮＰ（～Ｘ ｎｔ（ｘ）），λ→ＰＮＰ（～Ｘ ｎｔ（ｘ））］＝

［λ←ＰＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋λ←ＰＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））），

λ→ＰＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋λ→ＰＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））］
（６３）

珘Ｒ（ａＢ ｎｔ（ｘ））＝珘λＢＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋珘λＢＮＰ（～Ｘ ｎｔ（ｘ））＝

［λ←ＢＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ）），λ→ＢＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））］＋

［λ←ＢＮＰ（～Ｘ ｎｔ（ｘ）），λ→ＢＮＰ（～Ｘ ｎｔ（ｘ））］＝

［λ←ＢＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋λ←ＢＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））），
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λ→ＢＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋λ→ＢＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））］
（６４）

珘Ｒ（ａＮ ｎｔ（ｘ））＝珘λＮＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋珘λＮＮＰ（～Ｘ ｎｔ（ｘ））＝
［λ←ＮＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ）），λ→ＮＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））］＋

［λ←ＮＮＰ（～Ｘ ｎｔ（ｘ）），λ→ＮＮＰ（～Ｘ ｎｔ（ｘ））］＝
［λ←ＮＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋λ←ＮＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））），

λ→ＮＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋λ→ＮＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））］
（６５）

由于代价函数是以区间值的形式表示，因此得到

预期代价结果也是一个区间值，即预期的代价结果在

一个范围内并不是确定的值。但是在实际应用中，需

要得到一个具体的预期代价结果，因此就需要对预期

代价区间值中取一个具体的值，为此，这里定义一种区

间值的取值函数。

定义１０　设区间值ω＝［ａ，ｂ］，定义函数ξｋ（ω）＝
ａ＋ｋ·（ｂ－ａ），这里的０≤ｋ≤１。

在定义１０中，函数ξｋ（ω）通过ｋ在区间值［ａ，ｂ］中
进行取值，当ｋ＝０时，ξｋ（ω）＝ａ，当 ｋ＝１时，ξｋ（ω）＝
ｂ，当０＜ｋ＜１时，ａ＜ξｋ（ω）＜ｂ。因此可以根据实际需
求，选取不同的ｋ值，这样就可以得到区间值中的每一
个值。

根据定义１０，可以进一步得到：
ξｋ（珘Ｒ（ａＰ ｎｔ（ｘ）））＝

λ←ＰＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋λ←ＰＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））＋
ｋ·（λ→ＰＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋λ→ＰＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））－

λ←ＰＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））－λ←ＰＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））））＝

（λ←ＰＰ＋ｋ·（λ→ＰＰ－λ←ＰＰ））Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋
（λ←ＰＮ＋ｋ·（λ→ＰＮ－λ←ＰＮ））（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））＝
ξｋ（珘λＰＰ）Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋ξｋ（珘λＰＮ）（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））；

ξｋ（珘Ｒ（ａＢ ｎｔ（ｘ）））＝

λ←ＢＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋λ←ＢＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））＋
ｋ·（λ→ＢＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋λ→ＢＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））－

λ←ＢＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））－λ←ＢＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））））＝
（λ←ＢＰ＋ｋ·（λ→ＢＰ－λ←ＢＰ））Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋
（λ←ＢＮ＋ｋ·（λ→ＢＮ－λ←ＢＮ））（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））＝
ξｋ（珘λＢＰ）Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋ξｋ（珘λＢＮ）（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））；

ξｋ（珘Ｒ（ａＮ ｎｔ（ｘ）））＝

λ←ＮＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋λ←ＮＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））＋
ｋ·（λ→ＮＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋λ→ＮＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））－

λ←ＮＰＰ（Ｘ ｎｔ（ｘ））－λ←ＮＮ（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））））＝
（λ←ＮＰ＋ｋ·（λ→ＮＰ－λ←ＮＰ））Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋
（λ←ＮＮ＋ｋ·（λ→ＮＮ－λ←ＮＮ））（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））＝
ξｋ（珘λＮＰ）Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋ξｋ（珘λＮＮ）（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））。

类似于经典决策理论粗糙集模型，有：

ξｋ（珘λＰＰ）≤ξｋ（珘λＢＰ）＜ξｋ（珘λＮＰ）

ξｋ（珘λＮＮ）≤ξｋ（珘λＢＮ）＜ξｋ（珘λＰＮ）
所以：

ξｋ（珘Ｒ（ａＰ ｎｔ（ｘ）））≤ξｋ（珘Ｒ（ａＢ ｎｔ（ｘ）））
　ξｋ（珘λＰＰ）Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋ξｋ（珘λＰＮ）（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））≤
　ξｋ（珘λＢＰ）Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋ξｋ（珘λＢＮ）（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））

　Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））≥
ξｋ（珘λＰＮ）－ξｋ（珘λＢＮ）

（ξｋ（珘λＰＮ）－ξｋ（珘λＢＮ））＋（ξｋ（珘λＢＰ）－ξｋ（珘λＰＰ））
同理：

ξｋ（珘Ｒ（ａＢ ｎｔ（ｘ）））≤ξｋ（珘Ｒ（ａＮ ｎｔ（ｘ）））
　ξｋ（珘λＢＰ）Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋ξｋ（珘λＢＮ）（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））≤
　ξｋ（珘λＮＰ）Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋ξｋ（珘λＮＮ）（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））

　Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））≥
ξｋ（珘λＢＮ）－ξｋ（珘λＮＮ）

（ξｋ（珘λＢＮ）－ξｋ（珘λＮＮ））＋（ξｋ（珘λＮＰ）－ξｋ（珘λＢＰ））

ξｋ（珘Ｒ（ａＰ ｎｔ（ｘ）））≤ξｋ（珘Ｒ（ａＮ ｎｔ（ｘ）））
　ξｋ（珘λＰＰ）Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋ξｋ（珘λＰＮ）（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））≤
　ξｋ（珘λＮＰ）Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＋ξｋ（珘λＮＮ）（１－Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ）））

　Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））≥
ξｋ（珘λＰＮ）－ξｋ（珘λＮＮ）

（ξｋ（珘λＰＮ）－ξｋ（珘λＮＮ））＋（ξｋ（珘λＮＰ）－ξｋ（珘λＰＰ））
这里令：

珘αｋ＝
ξｋ（珘λＰＮ）－ξｋ（珘λＢＮ）

（ξｋ（珘λＰＮ）－ξｋ（珘λＢＮ））＋（ξｋ（珘λＢＰ）－ξｋ（珘λＰＰ））
（６６）

珘βｋ＝
ξｋ（珘λＢＮ）－ξｋ（珘λＮＮ）

（ξｋ（珘λＢＮ）－ξｋ（珘λＮＮ））＋（ξｋ（珘λＮＰ）－ξｋ（珘λＢＰ））
（６７）

珘γｋ＝
ξｋ（珘λＰＮ）－ξｋ（珘λＮＮ）

（ξｋ（珘λＰＮ）－ξｋ（珘λＮＮ））＋（ξｋ（珘λＮＰ）－ξｋ（珘λＰＰ））
（６８）

那么有：

（Ｐ）如果Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））≥珘αｋ且 Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））≥
珘γｋ，那么ｘ∈ＰＯＳ（Ｘ）；

（Ｂ）如果 Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＜珘αｋ且 Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＞
珘βｋ，那么ｘ∈ＢＵＮ（Ｘ）；

（Ｎ）如果 Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））≤珘βｋ且 Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））≤
珘γｋ，那么ｘ∈ＮＥＧ（Ｘ）。

若０≤珘βｋ＜珘γｋ＜珘αｋ≤１，因此上述规则可以简化为：
（Ｐ）如果Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））≥珘αｋ，那么ｘ∈ＰＯＳ（Ｘ）；
（Ｂ）如果珘βｋ＜Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））＜珘αｋ，那么ｘ∈ＢＵＮ（Ｘ）；
（Ｎ）如果Ｐ（Ｘ ｎｔ（ｘ））≤珘βｋ，那么ｘ∈ＮＥＧ（Ｘ）。
因此，这里只需要根据实际需求选取不同的ｋ值，

便可以得到相对应的一对阈值珘αｋ和珘βｋ，从而导出对应
ｋ值下的三支决策规则。理论分析表明本节所提出的
可变三支决策具有更好的灵活性。



　
第５期　　　 刘丹等：不完备邻域多粒度决策理论粗糙集与三支决策 １５３　　

４　实例分析

本节将通过一个具体的实例来分析本文所提出的

模型。实例所选取的是一个大学生三好学生评估表，

众所周知，大学生的三好学生的评估将从思想品德、课

程成绩以及社会实践等不同方面对学生进行综合评

估，因此这符合了多粒度粗糙集模型实际应用的基本

视角，同时加入三支决策的思想，可以使得问题的处理

更加科学合理。

表３为一个某专业１２名同学的思想品德、课程成
绩以及社会实践三方面测评信息表 ＩＩＳ＝（Ｕ，Ａｔ，Ｖ），
其中的成绩值均为归一化至［０，１］区间的结果。该表
中包含６个属性，即｛ａ１，ａ２，ｂ１，ｂ２，ｃ１，ｃ２｝，并被分为三
大类，其中Ａ＝｛ａ１，ａ２｝表示两位老师对每位同学的思
想品德测评结果，由于有的老师对个别同学不熟悉，因

此很难给出具体的评分，所以成绩出现了空缺，表中用

“”表示。Ｂ＝｛ｂ１，ｂ２｝表示每位同学期中和期末考
试的综合成绩，由于个别同学未参加，因此也出现了部

分空缺。Ｃ＝｛ｃ１，ｃ２｝表示两位老师对每位同学的社会
实践评分，同样存在个别的空缺。对于表３中的决策
属性ｃｌａｓｓ，其中决策值为１的学生表示最有可能获得
三好学生的同学。

表３　三好学生测评信息表

Ｕ
Ａ Ｂ Ｃ

ａ１ ａ２ ｂ１ ｂ２ ｃ１ ｃ２
ｃｌａｓｓ

ｕ１ ０．４７ ０．６６ ０．７６ ０．６１ ０．４３ ０．３１ ０

ｕ２ ０．７３ ０．６２ ０．５４ ０．７６ ０．５６ ０．４４ １

ｕ３ ０．２１  ０．３５ ０．２６ ０．４６ ０．５９ ０

ｕ４ ０．７６ ０．６１ ０．８７ ０．６９ ０．２６ ０．１９ １

ｕ５ ０．４５ ０．５４ ０．６７  ０．７５ ０．６６ ０

ｕ６ ０．８８ ０．７８ ０．３４ ０．４７ ０．５６ ０．６２ １

ｕ７ ０．１７ ０．２３ ０．４５ ０．３６ ０．４５ ０．５２ ０

ｕ８ ０．９５ ０．８６ ０．７６ ０．６４ ０．６７  １

ｕ９ ０．６５ ０．５７  ０．５７ ０．３４ ０．２７ ０

ｕ１０ ０．８７ ０．８１ ０．８８ ０．７６ ０．４７ ０．５８ １

ｕ１１  ０．６４ ０．６２ ０．５９ ０．５４ ０．６２ ０

ｕ１２ ０．３１ ０．４６ ０．６８ ０．７１ ０．７４ ０．６５ １

将决策值为１的集合设为 Ｘ＝｛ｕ２，ｕ４，ｕ６，ｕ８，ｕ１０，
ｕ１２｝，本实例分析的状态集为 Ω＝｛Ｘ，～Ｘ｝，行为集为
Γ＝｛ａＰ，ａＢ，ａＮ｝。该高校的教务部门给出的三好学生
测评代价函数如表４所示，由于有缺失值的存在，因此
所示的代价函数是一个区间形式，便于各专业选取和

调整。

表４　三好学生测评代价函数

Γ Ｘ ～Ｘ

ａＰ 珘λＰＰ＝［０，０．２］ 珘λＰＮ＝［０．８，１．２］

ａＢ 珘λＢＰ＝［０．２，０．６］ 珘λＢＮ＝［０．３，０．６］

ａＮ 珘λＮＰ＝［０．８，１．２］ 珘λＮＮ＝［０．２，０．４］

采用本文所提出的不完备邻域多粒度决策理论粗

糙集对其进行建模，取属性集Ａ、Ｂ和Ｃ作为该模型的
三个粒度层次，它们诱导出的邻域容差关系分为ＮＴＡ、
ＮＴＢ和ＮＴＣ，然后根据ＮＴＡ＋ＮＴＢ＋ＮＴＣ三个粒度针对Ｘ
进行多粒度决策理论粗糙逼近，得到Ｘ的三个区域，即
正区域、边界域和负区域。由于本文提出了多粒度决

策理论粗糙集的三种具体模型，分别为乐观模型、悲观

模型和平均模型，因此对于乐观模型，三个区域记为

ＰＯＳＯ（Ｘ）、ＢＵＮＯ（Ｘ）和ＮＥＧＯ（Ｘ）；对于悲观模型，三个
区域记为ＰＯＳＰ（Ｘ）、ＢＵＮＰ（Ｘ）和ＮＥＧＰ（Ｘ）；对于平均模
型，三个区域记为 ＰＯＳＭ（Ｘ）、ＢＵＮＭ（Ｘ）和 ＮＥＧＭ（Ｘ）。
由于该模型运用的代价函数是区间形式，针对定义１０
中的ξｋ函数，本实例分析将其中的 ｋ值在［０，１］区间
以步长０．２依次取值，然后根据对应的代价函数分别
进行实验，依次观察ｋ对最终结果的影响。另外，对于
该模型的邻域容差关系，本实验设定邻域半径为０．１。
表５、表６和表７分别为对象集 Ｘ关于 ＮＴＡ＋ＮＴＢ＋
ＮＴＣ的乐观、悲观和平均模型取不同ｋ值的三个区域结
果。

表５　乐观邻域多粒度决策理论粗糙集三个区域

ｋ值 ＰＯＳＯ（Ｘ）；ＢＵＮＯ（Ｘ）；ＮＥＧＯ（Ｘ）

０．０ ｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ１ｕ３ｕ５ｕ９ｕ１１｝；｛ｕ７｝

０．２ ｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ１ｕ３ｕ５ｕ９ｕ１１｝；｛ｕ７｝

０．４ ｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ１ｕ３ｕ５ｕ９ｕ１１｝；｛ｕ７｝

０．６ ｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ１ｕ３ｕ５ｕ９ｕ１１｝；｛ｕ７｝

０．８ ｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ１ｕ３ｕ５ｕ９ｕ１１｝；｛ｕ７｝

１．０ ｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ１ｕ３ｕ５ｕ９ｕ１１｝；｛ｕ７｝

表６　悲观邻域多粒度决策理论粗糙集三个区域

ｋ值 ＰＯＳＰ（Ｘ）；ＢＵＮＰ（Ｘ）；ＮＥＧＰ（Ｘ）

０．０ ｛｝；｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ１ｕ３ｕ５ｕ７ｕ９ｕ１１｝

０．２ ｛｝；｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ１ｕ３ｕ５ｕ７ｕ９ｕ１１｝

０．４ ｛｝；｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ１ｕ３ｕ５ｕ７ｕ９ｕ１１｝

０．６ ｛｝；｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ１ｕ３ｕ５ｕ７ｕ９ｕ１１｝

０．８ ｛｝；｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ１ｕ３ｕ５ｕ７ｕ９ｕ１１｝

１．０ ｛｝；｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ１ｕ３ｕ５ｕ７ｕ９ｕ１１｝
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表７　平均邻域多粒度决策理论粗糙集三个区域

ｋ值 ＰＯＳＭ（Ｘ）；ＢＵＮＭ（Ｘ）；ＮＥＧＭ（Ｘ）

０．０ ｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ３ｕ５ｕ９｝；｛ｕ１ｕ７ｕ１１｝

０．２ ｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ３ｕ５ｕ９｝；｛ｕ１ｕ７ｕ１１｝

０．４ ｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ５｝；｛ｕ１ｕ３ｕ７ｕ９ｕ１１｝

０．６ ｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ５｝；｛ｕ１ｕ３ｕ７ｕ９ｕ１１｝

０．８ ｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ５｝；｛ｕ１ｕ３ｕ７ｕ９ｕ１１｝

１．０ ｛ｕ２ｕ４ｕ６ｕ８ｕ１０ｕ１２｝；｛ｕ５｝；｛ｕ１ｕ３ｕ７ｕ９ｕ１１｝

表５为Ｘ在乐观邻域多粒度决策理论粗糙集的三
个区域，根据三支决策模型，即 ＰＯＳＯ（Ｘ）中的学生直
接评定为三好学生，ＢＵＮＯ（Ｘ）中的学生有待进一步进
行考察，而ＮＥＧＯ（Ｘ）中的学生直接不评定为三好学生。
观察表５可以发现，无论ｋ取何值时，三个区域始终都
保持不变，即在此评测表中，最终的评测结果不随着代

价的变化而变化。同时有ＰＯＳＯ（Ｘ）＝Ｘ，表明原先可能
评为三好学生的同学都评定为三好学生，ＢＵＮＯ（Ｘ）＝
｛ｕ１，ｕ３，ｕ５，ｕ９，ｕ１１｝表明这些同学处于待定状态，而只

有ＮＥＧＯ（Ｘ）＝｛ｕ７｝是直接不评定为三好学生。这样
的评定结果刚好符合乐观邻域多粒度决策理论粗糙集

的“乐观”态度，在表３中，｛ｕ２，ｕ４，ｕ６，ｕ８，ｕ１０，ｕ１２｝中的
同学都至少有一个成绩满足＞０．７，该模型直接判定为
三好学生，其余的大部分都进入待定状态，而只有一个

是直接拒绝。这主要是由于乐观模型中，只要有一个

粒度下对象的邻域容差类的包含度满足大于对应阈

值，那么该对象便属于正区域中，而所有粒度下对象的

邻域容差类的包含度满足小于对应阈值，该对象才隶

属于负区域，这样使得正区域的定义比较松弛，而负区

域的定义比较苛刻，因而出现了表５中的评定结果，并
且受代价函数的变化影响较小。所以对于不严格的三

好学生评定，那么该模型是一个较好的选择。

表６为Ｘ在悲观邻域多粒度决策理论粗糙集的三
个区域，观察发现，随着 ｋ取值的变化，三个区域始终
都保持不变，即在此评测表中，最终的评测结果不随着

代价的变化而变化。对于评测结果，ＰＯＳＰ（Ｘ）为空集，
即没有任何一个同学直接评定为三好学生。ＢＵＮＰ

（Ｘ）＝Ｘ，即原先有较大可能评定为三好学生的同学都
进入了待定状态，其余的同学直接拒绝评定为三好学

生，这与表５中的结果相反，体现出了悲观邻域多粒度
决策理论粗糙集的“悲观”态度，｛ｕ２，ｕ４，ｕ６，ｕ８，ｕ１０，
ｕ１２｝中的同学虽然都有一个成绩满足 ＞０．７，但是也都
存在成绩＜０．７，从而进入待定状态。这主要是由于悲
观模型与乐观模型的定义相反，正区域的定义比较苛

刻，负区域的定义比较松弛，因而出现了表６中的评定

结果，同样受代价函数的变化影响较小。所以对于严

格的三好学生评定，应选择该模型进行评定。

表７为Ｘ在平均邻域多粒度决策理论粗糙集三个
区域，观察发现所示的结果与表５和表６不同，在ｋ的
取值较小时，即当ｋ为０～０．２时，ＰＯＳＭ（Ｘ）＝Ｘ，即原
先较大可能为三好学生的同学直接评定为三好学生，

ＢＵＮＭ（Ｘ）＝｛ｕ３，ｕ５，ｕ９｝，即这些同学进入待定状态，

而ＮＥＧＭ（Ｘ）＝｛ｕ１，ｕ７，ｕ１１｝直接拒绝评定为三好学
生，观察表３的成绩可以看出，｛ｕ３，ｕ５，ｕ９｝的评测成绩
整体上要好于｛ｕ１，ｕ７，ｕ１１｝的评测成绩。当 ｋ的值逐

渐增大，即当 ｋ为０．４～１．０时，ＰＯＳＭ（Ｘ）保持不变，
ＢＵＮＭ（Ｘ）中只剩下ｕ５，而ＮＥＧ

Ｍ（Ｘ）＝｛ｕ１，ｕ３，ｕ７，ｕ９，
ｕ１１｝，这表明，原先待定的同学 ｕ３和 ｕ９转变为拒绝评
定为三好学生，观察表３的评测成绩，可以发现 ｕ５的
成绩要优于ｕ３和ｕ９。表７中出现这样的结果，主要是
由于本文所提出的平均邻域多粒度决策理论粗糙集三

个区域是在乐观模型和悲观模型两者之间取了一个折

中，分别对两个模型的局限性进行了改善，因此表７中
的评测结果比较中规中矩。同时对于区间代价函数，

珘λＰＰ＝［０，０．２］，珘λＰＮ＝［０．８，１．２］，珘λＮＰ＝［０．８，１．２］，
珘λＮＮ＝［０．２，０．４］，当 ｋ值逐渐增大，ξｋ（珘λＰＰ）与
ξｋ（珘λＰＮ）之间的差距逐渐拉大，ξｋ（珘λＮＰ）与 ξｋ（珘λＮＮ）之
间的差距也逐渐拉大，错误的分类将引起更大的代价，

使得相应的珘αｋ和珘βｋ的值会提高，那么评测的结果将会
更加严格，原先待定的同学可能会有一部分产生拒绝

决策，其结果正如表７所示的那样。
综合分析表５、表６和表７的结果，可以得出，所提

出的乐观邻域多粒度决策理论粗糙集和悲观邻域多粒

度决策理论粗糙集在三个区域划分的严格程度方面，

都存在一定的缺陷。而所提出的平均邻域多粒度决策

理论粗糙集对如上两个模型的缺陷都进行了一定的改

善，同时针对不完备数据提出的区间代价函数，并通过

取不同ｋ值的方式得到了不同程度的三支决策规则，
为本文所提出的模型又增添了一份灵活性。

在本文所提出的不完备邻域多粒度决策理论粗糙

集模型中，其中邻域容差关系是处理数值型不完备数

据的关键，其中包含一个邻域半径δ的参数，它的取值
不同将会对模型的处理结果产生一定的影响，因此接

下来将探究邻域半径δ对实例结果的影响以及如何选
取最佳的取值问题。

表３中的评测成绩值已归一化入０～１之间，因此
将邻域半径在［０．０５，０．５５］之间以０．０５为步长进行取
值，ｋ值在［０，１］区间以０．１为步长进行取值，然后将
每一组邻域半径和 ｋ值的参数分别赋入模型中，计算
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对象集Ｘ的三个区域。其结果如图１、图２和图３所
示，图１表示的是乐观模型下不同邻域半径和 ｋ值的
三个区域结果，图２表示的是悲观模型下不同邻域半
径和ｋ值的三个区域结果，图３表示的是平均模型下
不同邻域半径和ｋ值的三个区域结果。

（ａ）ＰＯＳＯ（Ｘ）

（ｂ）ＢＵＮＯ（Ｘ）

（ｃ）ＮＥＧＯ（Ｘ）
图１　乐观邻域多粒度决策理论粗糙集模型

三个区域大小变化

（ａ）ＰＯＳＰ（Ｘ）

（ｂ）ＢＵＮＰ（Ｘ）

（ｃ）ＮＥＧＰ（Ｘ）
图２　悲观邻域多粒度决策理论粗糙集模型

三个区域大小变化

（ａ）ＰＯＳＭ（Ｘ）

（ｂ）ＢＵＮＭ（Ｘ）

（ｃ）ＮＥＧＭ（Ｘ）
图３平均邻域多粒度决策理论粗糙集模型

三个区域大小变化
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在图１所示的乐观邻域多粒度决策理论粗糙集模
型三个区域大小变化中，对于同一个ｋ值，随着邻域半
径的逐渐增大，正区域ＰＯＳＯ（Ｘ）是逐渐减小的，当δ＝
０．５５时，ＰＯＳＯ（Ｘ）几乎为空集；负区域 ＮＥＧＯ（Ｘ）也是
逐渐减小的，并且当δ≥０．１５时，ＮＥＧＯ（Ｘ）都为空集；
而边界域 ＢＵＮＯ（Ｘ）满足逐渐增大的趋势，并且最终
ＢＵＮＯ（Ｘ）＝Ｕ，这表明过大的邻域半径会使得所有的
同学都处于进一步考察状态，因此这不符合预期的评

测目的。在图２所示的悲观邻域多粒度决策理论粗糙
集模型三个区域大小变化中，随着邻域半径的逐渐增

大，正区域ＰＯＳＰ（Ｘ）都为空集，ＮＥＧＰ（Ｘ）也是逐渐减
小的，边界域 ＢＵＮＰ（Ｘ）满足逐渐增大并且最终满足
ＢＵＮＰ（Ｘ）＝Ｕ，与乐观模型中出现了同样的结果。图３
所示的平均模型也是满足同样的规律。因此综合三类

模型的实验结果可以发现，选取过大的邻域半径将会

对最终的判定结果产生很大的误差，观察各图结果可

以看出最佳的邻域半径可选取为０．１～０．２。由于本
实例中信息表的属性值都归一化至［０，１］区间，因此
实验中得到的最佳邻域半径具有一定的一般性，并且

文献［８－９，２７］通过大量实验也得出的最佳邻域半径
选取为０．１～０．２，因此本文所提出模型中邻域半径应
选取为０．１～０．２。

５　结　语

针对数值型数据和包含缺失值数据等复杂的数据

环境，本文将多粒度决策理论粗糙集模型在不完备数

值型数据下进行推广，提出了乐观邻域多粒度决策理

论粗糙集、悲观邻域多粒度决策理论粗糙集以及平均

邻域多粒度决策理论粗糙集，并分析了三种模型的相

关性质以及相互关系。同时针对不完备信息系统下决

策理论粗糙集模型中代价函数面临的局限性，本文提

出了一种可变三支决策，它主要通过区间形式来表示

代价函数，然后通过选取不同参数诱导出不同的三支

决策结果，使得这种三支决策诱导方法具备了更好的

灵活性，最后的实例分析表明了所提出模型与方法的

实用性与合理性。本文所提出的模型适用于较为复杂

数据环境下的多粒度分析与决策分析，是针对静态的

数据建立的，因此接下来将对动态数据环境下作进一

步研究。
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－１９０．

（上接第４２页）
（５）将质量评价等级集 Ｖ与 ＢＴ相乘得到综合质

量评价结果分值为：

Ｇ１＝Ｖ·Ｂ
Ｔ
１＝０．８６８０

Ｇ２＝Ｖ·Ｂ
Ｔ
２＝０．７１３４

根据个性化定制产品质量模糊综合评价结果可以

看出通过手机云制造平台定制的产品质量要比普通手

机企业评分高。说明利用手机云制造平台使得个性化

定制的生产能力和产品质量得到了明显提升，同时，也

解决手机企业满足用户需求难度大的问题，将用户需

求满意度达到最大化。

５　结　语

针对用户对手机个性化需求的增加，手机定制难

度大以及手机企业对关键零部件存在研发能力不足等

问题显得更加突出。结合云制造理念提出手机制造云

模式；建立个性化手机定制的云制造平台系统架构；设

计个性化手机定制的云制造平台工作流程和软件框

架。本文具有拓展性地将个性化手机定制生产融入云

制造技术领域中，通过手机制造云平台的统一管控及

优化配置，实现了合理的个性化定制业务并为企业提

供最优的制造资源。根据上述分析，说明手机制造云

平台完美地解决个性化定制生产能力不足和用户需求

难以满足的问题。手机制造云模式不仅促进了手机制

造业的发展，同时也带动制造业新模式的创新。
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