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摘　要　　考虑ｎ人非合作博弈Ｎａｓｈ均衡求解问题。将混合策略意义下的 Ｎａｓｈ均衡转化为最优化问题；把免
疫记忆、自我进化、信息共享机制加入量子粒子群算法，通过概率浓度选择公式来保持种群的多样性，提出协同免

疫量子粒子群算法。４个经典的数值算例说明，该算法优于免疫粒子群算法，具有较强的寻优能力和收敛性能。
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０　引　言

群智能算法是模拟自然界的群体行为构造的一类

随机优化算法。随着群智能算法应用越来越广泛，近

些年来已成为人工智能、社会经济、政治及生物进化等

交叉学科的研究热点和前沿之一。不同于遗传算法，

群智能算法主要是模拟生物群体智能选择行为的属

性，同时蕴含了生物体之间互相学习与合作的特性。

传统的数学分析算法，比如ＬｅｍｋｅＨｏｗｓｏ算法［１］、全局

牛顿算法［２］、单纯形剖分算法［３］、同伦算法［４］、分布式

原始对偶算法［５］在工程建设、网络通信、非线性分析、

经济管理等各个领域具有明显的优势。但将其用于

Ｎａｓｈ均衡的求解时面临计算复杂度高和计算时间长
的问题，这时探究更有效的求Ｎａｓｈ均衡解的方法是必
要的。因此，考虑从群智能方面来求解和解释博弈均

衡Ｎａｓｈ平衡点是一种新的尝试和方法。博弈论的应
用广泛而深刻，特别是非合作博弈，正如２００７年诺贝
尔经济学奖获得者 Ｍｙｅｒｓｏｎ在文献［６］中指出的，要
“认识到非合作博弈理论的基础与核心地位及合作博

弈理论是必不可少的补充作用”。非合作博弈的核心

概念便是Ｎａｓｈ均衡，Ｒｏｕｇｈｇａｒｄｅｎ［７］指出 Ｎａｓｈ均衡的
求解是一个 ＮＰｈａｒｄ问题，随着现代智能算法的不断
深入研究和发展，智能算法在解决 ＮＰｈａｒｄ问题上体
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现了较强的优越性。

１９５１年，ｎ人非合作有限博弈Ｎａｓｈ均衡的存在性
被 Ｎａｓｈ证明［８］。其中 Ｎａｓｈ均衡解并不是唯一的，
Ｎａｓｈ也未给出求解 Ｎａｓｈ均衡解的算法。近些年人们
对智能算法研究越来越普遍，智能算法在计算博弈

Ｎａｓｈ均衡问题上显露出了较强的优越性，学者们也尝
试用免疫算法［９］、自适应小生镜算法［１０］、模拟退火算

法［１１］、启发搜索算法［１２］、粒子群优化算法［１３］、烟花算

法［１４］、投影梯度算法［１５］等来求解 Ｎａｓｈ均衡问题。随
着智能算法的迅速发展，将Ｎａｓｈ均衡转化为最优化问
题，依赖智能算法寻优，成为一种行之有效的方法。因

此，本文在量子粒子群算法中引入免疫记忆、自我进化

机制并通过概率浓度选择公式来保持种群的多样性，

建立一种求解 Ｎａｓｈ均衡的新型协同免疫量子粒子群
算法，并通过对４个经典数值算例的计算和比较，说明
了本文算法的有效性，为实际经济生活中的博弈活动

提供决策参考。

１　问题描述

设一个 ｎ人非合作有限博弈模型，记博弈参与人
集合为Ｎ＝｛１，２，…，ｎ｝，局中人ｉ的纯策略为ｓｉ＝（ｓｉ１，
ｓｉ２，…，ｓ

ｉ
ｍｉ），定义 ｓ

ｉ上的混合策略集为 Ｘｉ＝｛ｘｉ＝（ｘｉ１，

ｘｉ２，…，ｘ
ｉ
ｍｉ）｜ｘ

ｉ
ｊ≥０，∑

ｍｉ

ｊ＝１
ｘｉｊ＝１｝。当每个局中人 ｉ选择

纯策略 ｓｉｊ∈ｓ
ｉ，ｉ∈Ｎ，局中人 ｉ得到的支付为实数：Ｐｉ

（ｓｉ１，ｓ
ｉ
２，…，ｓ

ｉ
ｍｉ），其中：ｓ

１
ｊ１表示局中人１选择纯策略；ｓ

２
ｊ２

表示局中人２选择纯策略，……，ｓｎｊｎ表示局中人ｎ选择

纯策略时局中人ｉ的收益。记作Ｘ＝∏
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｘ为所有

局中人策略集的笛卡儿乘积，它表示每个局中人选定

一个混合策略后，形成的一个混合策略组合。非合作

有限博弈的一个混合局势可以记为任意 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，
…，ｘｎ）∈Ｘ，当局中人 ｉ选择混合策略 ｘ＝（ｘｉ１，ｘ

ｉ
２，…，

ｘｉｍｉ）∈Ｘ
ｉ，即局中人ｉ以概率ｘｉ１选择纯策略ｓ

ｉ
１，……，以

概率ｘｉｍｉ选择纯策略 ｓ
ｉ
ｍｉ。对于任意的 ｉ∈Ｎ，所有局中

人的选择是独立的。则在此混合局势下，局中人 ｉ得
到的期望支付为：

ｆｉ（ｘ）＝∑
ｍ１

ｊ１＝１
∑
ｍ２

ｊ２＝１
…∑

ｍｎ

ｊｎ＝１
Ｐ１（ｓ

１
ｊ１，ｓ

２
ｊ２，…，ｓ

ｎ
ｊ１ｎ）·∏

ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊｉ

所有局中人都是理性的，都希望自己能够获得最

大的利益。因此，如果任意 ｉ∈Ｎ，其中记 ｉ^∈Ｎ＼｛ｉ｝，
ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｘ，有：

ｆｉ（ｘｉ，ｘｉ^）＝ｍａｘｕｉ∈Ｘ
ｆｉ（ｕｉ，ｘｉ^）

则称ｘ为此ｎ人非合作有限博弈的 Ｎａｓｈ平衡点，此
时每个局中人都不能单独通过改变自己的策略而使自

己获得更大的利益。

假设是２个局中人的有限非合作博弈（双矩阵博
弈）：其中局中人１的混合策略为 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ），
局中人２的混合策略为 ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）。局中人１
和局中人２的支付矩阵分别为 Ａｍ×ｎ、Ｂｍ×ｎ。其期望收
益分别为ｘＡｙＴ和ｘＴＢｙ。（ｘ，ｙ）是双矩阵博弈的一
个Ｎａｓｈ均衡的充分必要条件是：

ｘＡｙＴ≥ｘＡｙＴ　ｘ∈Ｘ
ｘＴＢｙ≥ｘＴＢｙ　ｙ∈{ Ｙ

２　协同免疫量子粒子群算法的设计

２．１　量子粒子群算法
粒子群优化算法（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏ

ｒｉｔｈｍ，ＰＳＯ）具有迭代搜索寻优和群体智能等特点，但
２００１年 Ｂｅｒｇｈ证明了 ＰＳＯ算法不能保证收敛到全局
最优解甚至是局部最优解［１６］。尽管众多学者分别从

算法理论分析、算法的改进方法、算法在各种工程优化

领域的应用做了大量的研究工作，但实际上其优化效

果仍是非常有限的。

２００４年，孙俊等［１７］从量子力学的角度提出了一种

新型粒子群优化算法。该算法建立 δ势阱势能场模
型，提出了具有量子行为的粒子群算法（Ｑｕａｎｔｕｍ－Ｂｅ
ｈａｖｅｄＰＳＯＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＱＰＳＯ）。ＱＰＳＯ算法在迭代进化
计算过程中终究保持两个最优位置：１）粒子 ｉ（ｉ＝１，
２，…，Ｍ，Ｍ为种群规模）所经历过的个体最好位置（有
最好的适应度值）表示为 Ｐｉ（ｔ）＝［Ｐｉ，１（ｔ），Ｐｉ，２（ｔ），
…，Ｐｉ，Ｎ（ｔ）］

Ｔ（Ｎ表示问题维度），记作 ｐｂｅｓｔｉ（ｔ）。２）
种群中所有粒子经历过的最好位置表示为 Ｐｇ（ｔ）＝
［Ｐｇ，１（ｔ），Ｐｇ，２（ｔ），…，Ｐｇ，Ｎ（ｔ）］

Ｔ，记作 ｇｂｅｓｔ（ｔ）。其粒
子更新公式为：

Ｐｉ（ｔ＋１）＝
Ｘｉ（ｔ＋１）　ｆ［Ｘｉ（ｔ＋１）］＞ｆ［Ｐｉ（ｔ）］

Ｐｉ（ｔ）　 ｆ［Ｘｉ（ｔ＋１）］≤ｆ［Ｐｉ（ｔ{ ）］
（１）

Ｐｇ（ｔ＋１）＝ｍａｘ１≤ｉ≤Ｍ
Ｐｉ（ｔ＋１） （２）

式中：粒子 ｉ的吸引子是由 ｐｂｅｓｔｉ和 ｇｂｅｓｔ之间的随机
点ｐｉ（ｔ）＝［ｐｉ，１（ｔ），ｐｉ，２（ｔ），…，ｐｉ，Ｎ（ｔ）］

Ｔ产生，坐标为：

ｐｉ，ｊ（ｔ）＝φｉ，ｊ（ｔ）·Ｐｉ，ｊ（ｔ）＋［１－φｉ，ｊ（ｔ）］·Ｐｇ，ｊ（ｔ） （３）
式中：φｉ，ｊ（ｔ）＝ｒａｎｄ（），ｊ＝１，２，…，Ｎ，ｒａｎｄ（）表示产生
一个［０，１］之间服从均匀分布的随机数。

在ＱＰＳＯ算法中，用波函数来描述量子粒子空间
中粒子的位置。对于波函数，通过求解粒子在 δ势阱
场中运动的定态 Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的方法得到粒子在
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量子空间中某一点出现的概率密度函数，再通过用

ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法得到粒子位置更新公式：

Ｘｉ，ｊ（ｔ＋１）＝ｐｉ，ｊ（ｔ）＋ｒａｎｄ（ｔ）·α·｜Ｃｊ（ｔ）－Ｘｉ，ｊ（ｔ）｜·ｌｎ
１
ｕｉ，ｊ（ｔ( )） （４）

式中：ｕｉ，ｊ（ｔ）是［０，１］之间服从均匀分布的随机数。α
为收缩扩张系数，一般采用线性减小的方式：α＝αｍｉｎ

＋Ｔ×
αｍａｘ－αｍｉｎ
Ｔ－ｔ （αｍａｘ为最大收缩扩张系数，αｍｉｎ为最小

收缩扩张系数，Ｔ为最大迭代次数，ｔ为当前迭代次数）。
在ＱＰＳＯ算法中，引入 ｍｂｅｓｔ（ｔ）表示平均最好位

置，记为Ｃ（ｔ），即：

Ｃ（ｔ）＝［Ｃ１（ｔ），Ｃ２（ｔ），…，ＣＮ（ｔ）］
Ｔ＝１Ｍ∑

Ｍ

ｉ＝１
Ｐｉ（ｔ）＝

１
Ｍ∑

Ｍ

ｉ＝１
Ｐｉ，１（ｔ），

１
Ｍ∑

Ｍ

ｉ＝１
Ｐｉ，２（ｔ），…，

１
Ｍ∑

Ｍ

ｉ＝１
Ｐｉ，Ｎ（ｔ[ ]）Ｔ

（５）

２．２　协同免疫量子粒子群算法
免疫算法具有抗原识别、免疫记忆、抗体抑制和促

进的特点，是抗体对抗抗原的过程。本文的协同免疫

量子粒子群算法（ＣｏｏｐｅｒａｔｉｖｅＩｍｍｕｎｅＱｕａｎｔｕｍＰａｒｔｉｃｌｅ
ＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＣＩＱＰＳＯ）将免疫记忆、
自我调节机制引入到量子粒子群算法，所有粒子之间

信息共享、共同进化。为了避免丢失一些适应度差但

保持较好进化趋势的粒子，文中引入概率浓度选择公

式来保持粒子种群的多样性。在 ＣＩＱＰＳＯ中，目标函
数和约束条件被视作抗原，问题的解被视作抗体（粒

子）。在算法的搜索空间中，每个抗体都表示问题的

一个解。粒子在可行解空间搜索过程中通过其自身位

置最优信息和群体位置最优信息不断地调整自己的当

前位置，并向全局最优解靠拢。

对于ｎ人有限非合作博弈混合策略的最优化问
题，Ｎａｓｈ均衡点的函数值最小，适应度函数值最好。
在ＣＩＱＰＳＯ算法中，ｘｉ表示粒子 ｉ的位置，ｆ（ｘｉ）表示粒
子ｉ的适应度函数值，ｉ＝１，２，…，Ｍ＋Ｑ。集合 Ｘ由
Ｍ＋Ｑ个抗体组成，定义粒子 ｆ（ｘｉ）到集合 Ｘ的距离
如下：

ｄ（ｘｉ）＝∑
Ｍ＋Ｑ

ｊ＝１
｜ｆ（ｘｉ）－ｆ（ｘｊ）｜　ｉ＝１，２，…，Ｍ＋Ｑ

由文献［１８］，我们将第ｉ个粒子的浓度定义如下：

Ｄ（ｘｉ）＝
１

∑
Ｍ＋Ｑ

ｊ＝１
｜ｆ（ｘｉ）－ｆ（ｘｊ）｜

　ｉ＝１，２，…，Ｍ＋Ｑ

定义基于上述粒子浓度的概率选择公式如下：

Ｐ（ｘｉ）＝

１
Ｄ（ｘｉ）

∑
Ｍ＋Ｑ

ｉ＝１

１
Ｄ（ｘｉ）

＝
∑
Ｍ＋Ｑ

ｊ＝１
｜ｆ（ｘｉ）－ｆ（ｘｊ）｜

∑
Ｍ＋Ｑ

ｉ＝１
∑
Ｍ＋Ｑ

ｊ＝１
｜ｆ（ｘｉ）－ｆ（ｘｊ）｜

（６）

对于一般的博弈模型，所有局中人都会追求其自

身利益的最大化，其最优解也将遵循一定的游戏规则

最终达到一个动态的平衡。用 ＣＩＱＰＳＯ算法求解 ｎ人
非合作有限博弈的 Ｎａｓｈ均衡问题时，将每一个 Ｎａｓｈ
均衡解视为一个粒子，此时所有博弈方皆采取混合策

略，即完全重复地进行博弈，博弈方在其纯策略空间上

服从概率分布。支付函数则为各参与人的期望，它是

关于各局中人选择不同的纯策略的概率的多重线性形

式。算法中的每一个粒子由所有局中人的混合策略表

示，即ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）。定义 ＣＩＱＰＳＯ算法中的适
应度函数如下：

ｆ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｍａｘ｛ｆｉ（ｘ‖ｓ

ｉ
ｊ）－ｆｉ（ｘ），０｝　１≤ｊ≤ｍｉ

式中：ｘ‖ｓｉｊ表示仅有局中人 ｉ用纯策略 ｓ
ｉ
ｊ替换混合策

略ｘ中自己的策略，其他局中人都不改变各自的策略。
若为最优化问题ｍｉｎｆ（ｘ），ｆ（ｘ）为目标函数，粒子函数
值越小其适应度值越好，该粒子越适应环境ｅ。

因此，由Ｎａｓｈ均衡的定义知：ｘ是 ｎ人非合作有
限博弈混合策略意义下的一个 Ｎａｓｈ均衡解的充分必
要条件是：ｘ，ｓ．ｔ．ｆ（ｘ）＝０，ｘ≠ｘ，ｆ（ｘ）＞０。

设为双矩阵（ｍ×ｎ维）博弈，算法中每个粒子由
两个局中人的策略混合，即ｚ＝（ｘ，ｙ）。局中人１、局中
人２的混合策略集分别表示为：

Ｘ＝｛ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｒｍ＋：ｘ
ｉ≥０，∑

ｍ

ｉ＝１
ｘｉ＝１；ｉ＝１，

２，…，ｍ｝

Ｙ＝｛ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）∈Ｒｎ＋：ｙ
ｊ≥０，∑

ｎ

ｊ＝１
ｙｊ＝１；ｊ＝１，

２，…，ｎ｝
即局中人１、局中人２分别在支付矩阵 Ａ、Ｂ上所有概
率分布的集合分别为Ｘ、Ｙ。双矩阵博弈适应度函数定
义如下：

ｆ（ｚ）＝ｍａｘ｛ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

（Ａｉ．ｙ
Ｔ－ｘＡｙＴ），０｝＋ｍａｘ｛ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
（ｘＴＢ．ｊ－

ｘＴＢｙ），０｝
式中：Ａｉ．为矩阵 Ａｍ×ｎ的第 ｉ行；Ｂ．ｊ为矩阵 Ｂｍ×ｎ的第 ｊ

列。同理，若混合局势ｚ是该双矩阵博弈的一个Ｎａｓｈ
均衡解的充分必要条件是：ｚ ＝（ｘ，ｙ），ｓ．ｔ．
ｆ（ｚ）＝０，ｚ≠ｚ，ｆ（ｚ）＞０。

２．３　协同免疫量子粒子群算法实现
协同免疫量子粒子群算法实现步骤如下：

Ｓｔｅｐ１　参数初始化。确定最大迭代次数 Ｔｍａｘ、精
度ε、群体规模Ｍ；

Ｓｔｅｐ２　用式（５）计算粒子平均最好位置ｍｂｅｓｔ；
Ｓｔｅｐ３　用式（１）和式（２）更新个体最好位置和全
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体最好位置；

Ｓｔｅｐ４　根据适应度函数计算每个粒子适应度值，
找到个体极值 ｐｂｅｓｔ和全体最好极值 ｇｂｅｓｔ，并将 ｇｂｅｓｔ
对应的粒子位置存入记忆库；

Ｓｔｅｐ５　Ｑ个粒子随机生成；
Ｓｔｅｐ６　根据粒子的概率浓度选择式（６），从 Ｍ＋

Ｑ个粒子中选取Ｍ个粒子；
Ｓｔｅｐ７　用记忆库中的粒子代替粒子群中适应度

较差的粒子，生成新一代粒子群 ｐ１的同时再进行下一
次迭代；

Ｓｔｅｐ８　用式（３）计算粒子群 ｐ１得到一个随机
位置；

Ｓｔｅｐ９　用式（４）计算粒子新位置；
Ｓｔｅｐ１０　判断最大迭代次数或精度是否达到要

求？是则停止迭代，否则返回Ｓｔｅｐ３。
算法实现流程如图１所示。

图１　ＣＩＱＰＳＯ算法流程图

２．４　算法性能的评价
协同免疫量子粒子群算法是一种生物演化的群体

智能算法，它与遗传算法效仿生物界 “物竞天择、适者

生存”的演化法则有许多相似之处。所以，可以借鉴

Ｄｅｊｏｎｇ在文献［１９］中提出的定量分析方法，用离线性
能来测试算法的收敛性。

定义１　ｓ：Ｘ→Ｒ，ｓｅ（ｘ）为在环境 ｅ下策略 ｘ的

离线性能，即ｓｅ（ｘ）＝
１
Ｔ∑

Ｔ

ｔ＝１
ｆｅ（ｘ），ｆｅ（ｘ）表示环境 ｅ

的最佳适应度值，ｆｅ（ｘ）＝ｍｉｎ｛ｆｅ（１），ｆｅ（２），…，
ｆｅ（Ｎ）｝。在算法运行过程中，离线性能是各进化代数
最佳适应度值的累和平均。

２．５　协同免疫量子粒子群位置收敛性证明
定理１　在Ｎ维搜索空间中，按照式（４）进化的粒

子ｉ的位置依概率收敛到其吸引子 ｐｉ（ｔ）＝［ｐｉ，１（ｔ），
ｐｉ，２（ｔ），…，ｐｉ，Ｎ（ｔ）］

Ｔ的充分必要条件是：每一维坐标

Ｘｉ，ｊ（ｔ）都依概率收敛于ｐｉ，ｊ。

证明　必要性：Ｘｉ（ｔ） →
ｐ
ｐｉ（ｐｉ，１，ｐｉ，２，…，ｐｉ，Ｎ）对

任意ε＞０，有。
ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｐ（｜Ｘｉ（ｔ）－ｐｉ｜≥ε）＝０

① 对于任意的ｊ∈｛１，２，…，Ｎ）｝，恒有
｜Ｘｉ，ｊ（ｔ）－ｐｉ，ｊ｜＜ε

成立，则ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｐ｛｜Ｘｉ，ｊ（ｔ）－ｐｉ，ｊ｜≥ε｝＝０显然成立。

② 当｜Ｘｉ（ｔ）－ｐｉ｜≥ε时，存在 ｊ∈｛１，２，…，Ｎ｝使
得｜Ｘｉ，ｊ（ｔ）－ｐｉ，ｊ｜≥ε，此时有以下事件包含关系成立：

｛｜Ｘｉ（ｔ）－ｐｉ｜≥ε｝｛｜Ｘｉ，ｊ（ｔ）－ｐｉ，ｊ｜≥ε｝
从而：

Ｐ｛｜Ｘｉ（ｔ）－ｐｉ｜≥ε｝Ｐ｛｜Ｘｉ，ｊ（ｔ）－ｐｉ，ｊ｜≥ε｝
两边求极限得：

０＝ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｐ｛｜Ｘｉ（ｔ）－ｐｉ｜≥ε｝ｌｉｍｔ→∞Ｐ｛｜Ｘｉ，ｊ（ｔ）－ｐｉ，ｊ｜≥

ε｝则必有：
ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｐ｛｜Ｘｉ，ｊ（ｔ）－ｐｉ，ｊ｜≥ε｝＝０

即Ｘｉ，ｊ（ｔ） →
ｐ
ｐｉ，ｊ。

充分性：设Ｘｉ，ｊ（ｔ） →
ｐ
ｐｉ，ｊ即是对于每一个 ｊ∈｛１，

２，…，Ｎ｝，以及任意ε＞０，都有：

ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｐ｛｜Ｘｉ，ｊ（ｔ）－ｐｉ，ｊ｜≥

ε
槡Ｎ
｝＝０

如果｜Ｘｉ，ｊ（ｔ）－ｐｉ，ｊ｜≥
ε
槡Ｎ
，必有：

｜Ｘｉ（ｔ）－ｐｉ｜＝（∑
Ｎ

ｊ＝１
｜Ｘｉ，ｊ（ｔ）－ｐｉ，ｊ｜

２）
１
２≥

［Ｎ·
ε
槡

( )Ｎ
２

］
１
２ ＝ε

从而｛｜Ｘｉ，ｊ（ｔ）－ｐｉ，ｊ｜≥
ε
槡Ｎ
｝｛｜Ｘｉ（ｔ）－ｐｉ｜≥ε｝

因此Ｐ｛｜Ｘｉ，ｊ（ｔ）－ｐｉ，ｊ｜≥
ε
槡Ｎ
｝Ｐ｛｜Ｘｉ（ｔ）－ｐｉ｜≥ε｝

两边求极限可得到：

０＝ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｐ｛｜Ｘｉ，ｊ（ｔ）－ｐｉ，ｊ｜≥

ε
槡Ｎ
｝ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｐ｛｜Ｘｉ（ｔ）－ｐｉ｜≥

ε｝故必有：
ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｐ｛｜Ｘｉ（ｔ）－ｐｉ｜≥ε｝＝０
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即Ｘｉ（ｔ） →
ｐ
ｐｉ。

这表明在Ｎ维空间中，满足式（４）的单个粒子位
置的收敛性可以归结为一维空间的粒子收敛性，粒子ｉ
的位置收敛，也就意味着算法解的收敛性。这也说明

了粒子 ｉ的位置依概率收敛到吸引子充要条件是
ｌｉｍ
ｔ→∞
［ｒａｎｄ（ｔ）·α·｜Ｃｊ（ｔ）－Ｘｉ，ｊ｜］＝０。

３　数值算例

分别考虑４个不同的算例，例１是文献［１２］和文
献［２０］共同给出的一个博弈算例。例２是文献［２１］，
此问题至少有６个解。例３是文献［２２］中非合作双矩
阵博弈模型，例３的对策问题只有唯一解。例４表示
例１推广到１０×１０阶高维矩阵。分别用协同免疫量
子粒子群算法求解 ４个算例，算法中参数值设置为：
Ｍ＝２０，Ｑ＝１０，最大迭代次数的参数设置为１５０，例１
和例４适应度函数精度为ε＝１０－４，例２和例３适应度
函数精度为ε＝１０－２。

例１　考虑３×３非合作矩阵博弈 Γ（Ｘ１，Ｙ１，Ａ１，
Ｂ１）对策Ｎａｓｈ均衡点，支付矩阵如下：

Ａ１＝
１ ０ ０
０ １ ０









０ ０ １
　Ｂ１＝

０ １ ０
０ ０ １









１ ０ ０

例２　考虑４×４非合作矩阵博弈 Γ（Ｘ２，Ｙ２，Ａ２，
Ｂ２）对策的Ｎａｓｈ均衡点，支付矩阵如下：

Ａ２＝

１ ２ ３ ４
３ １ ７ ８
８ ５ ４ ２











７ ２ ９ ６

　Ｂ２＝

２ ３ ４ ５
１ ２ ５ ８
５ ９ ４ ７











６ ３ １０ ３

例３　考虑３×４非合作矩阵博弈 Γ（Ｘ３，Ｙ３，Ａ３，
Ｂ３）对策的Ｎａｓｈ均衡点，支付矩阵如下：

Ａ３＝
２ －３ ０ ６
４ ９ －４ ７









３ －１ １ ６
　Ｂ３＝

４ ７ ５ －１０
２ －３ ４ －１









３ －１ ４ －２

例４　考虑１０×１０双矩阵博弈Γ（Ｘ４，Ｙ４，Ａ４，Ｂ４）
对策的Ｎａｓｈ均衡点，支付矩阵如下：

Ａ４＝

１ ０ … ０
０ １ … ０
  

０ ０ …











１

　Ｂ４＝

０ ０ … １
１ ０ … ０
 

０ …











１ ０

将上面４个例子的数据代入协同免疫量子粒子群
算法中得到的运行结果如表１－表４所示。

表１　Γ（Ｘ１，Ｙ１，Ａ１，Ｂ１）运行结果

计算

次数

迭代

次数

局中人１
混合策略

局中人２
混合策略

适应度

函数值

１ １０９（０．３３３３，０．３３３４，０．３３３３）（０．３３３４，０．３３３２，０．３３３４）０．９９９８９ｅ－００４

２ １８６（０．３３３３，０．３３３３，０．３３３４）（０．３３３４，０．３３３３，０．３３３３）０．５１４７３ｅ－００４

３ １６６（０．３３３４，０．３３３３，０．３３３３）（０．３３３３，０．３３３３，０．３３３４）０．９５６０６ｅ－００４

４ １０５（０．３３３３，０．３３３４，０．３３３３）（０．３３３４，０．３３３３，０．３３３３）０．５３２７７ｅ－００４

５ ９５（０．３３３４，０．３３３４，０．３３３２）（０．３３３３，０．３３３４，０．３３３３）０．９３６０５ｅ－００４

６ ６５（０．３３３３，０．３３３４，０．３３３３）（０．３３３３，０．３３３３，０．３３３４）０．８８７２５ｅ－００５

表２　Γ（Ｘ２，Ｙ２，Ａ２，Ｂ２）运行结果

计算

次数

迭代

次数

局中人１
混合策略

局中人２
混合策略

适应度

函数值

运行

时间

１ ８ （０，１．００００，０，０） （０，０，０，１．００００） ５．３５３５ｅ－００４０．０５８４９

２ ９ （０，０，０，１．００００） （０，０，１．００００，０） ２．２４３６ｅ－００４０．０６４３３

３ ９ （０，０，０，１．００００） （０，０，１．００００，０） ９．８８４５ｅ－００４０．０５５７１

４ １３ （０，０．７５００，０．２５００，０）（０，０．２５００，０，０．７５００）３．５４７８ｅ－００４０．０８２４３

５ １６ （０，０．９５００，０，０．０５００）（０．２５００，０，０．７５００，０）７．７３６９ｅ－００４０．１１５３０

６ １７ （０，０．５０００，０．００００，０）（０，０，０．００００，０．５０００）６．７７４２ｅ－００４０．１０７４５

表３　Γ（Ｘ３，Ｙ３，Ａ３，Ｂ３）运行结果

计

算

迭代

次数

局中人１
混合策略

局中人２
混合策略

适应度

函数值

运行

时间

１ ３ （０，０．７１４２，０．２８５８）（０．８３３５，０，０．１６６５，０） ０ ０．０５８４９

表４　Γ（Ｘ４，Ｙ４，Ａ４，Ｂ４）运行结果

计算

次数

迭代

次数
局中人１混合策略

１ １ （０．１２０１，０．１４９０，０．０５２０，０．１４５４，０．０５３３，０．１２９６，０．０５７６，０．０８１３，０．０６２７，０．１４９０）

２ ２ （０．０９４１，０．０９８７，０．１２１１，０．０８０３，０．１０９８，０．０６８１，０．０９３８，０．１３４７，０．１３０３，０．０６９１）

３ １ （０．１０５５，０．０５９９，０．０９１７，０．０９１３，０．１０６３，０．０８２４，０．１０３１，０．１４８４，０．０８９１，０．１２２３）

４ ６ （０．０９８８，０．１０６５，０．０５３４，０．０８６３，０．１１７９，０．１３６７，０．０７９７，０．０８５２，０．１１８０，０．１１７５）

５ ３ （０．０７８８，０．１０４１，０．１１９１，０．１０３６，０．０５８２，０．１２７０，０．１３８８，０．０７６５，０．０６７０，０．１２６９）

６ ３ （０．０８９８，０．１０２０，０．０７８２，０．１００９，０．１２７４，０．１２７２，０．０７８７，０．０６６３，０．０９１４，０．１３８１）

局中人２混合策略 适应度函数值

（０．１２９８，０．１３０５，０．０５２４，０．０７８４，０．１２９３，０．１２８８，０．０８４５，０．０４０８，０．０８７１，０．１３８４）０．０７８８－００４

（０．０８９９，０．０８５６，０．１１１０，０．０６２６，０．１０６８，０．１４１７，０．０９０７，０．１１４４，０．０９２１，０．１０５２）０．０７６５－００４

（０．０７９１，０．０６４１，０．１３９９，０．０６６８，０．０９０３，０．０７７４，０．１３０５，０．０８７５，０．１４８１，０．１１６３）０．０９５９－００４

（０．１２１６，０．１１５９，０．１２２５，０．１０５５，０．０５５５，０．１１５２，０．１２９０，０．１１５４，０．０５２２，０．０６７２）０．０６７２－００４

（０．０４０５，０．０５１０，０．１４３８，０．１２４６，０．１５０５，０．０９５４，０．１４７６，０．０６２７，０．０８８２，０．０９５７）０．０８５８－００４

（０．０８７２，０．０４４５，０．１１５２，０．０８９１，０．０８７２，０．０７７９，０．１４９１，０．０６３３，０．１５７２，０．１２９３）０．９６１０－００４

例１，由６次实验可知，用 ＣＩＱＰＳＯ算法求得该博
弈的近似解为（０．３３３３，０．３３３３，０．３３３３；０．３３３３，
０．３３３３，０．３３３３），平均只需进化到１２１代。优于免
疫粒子群算法计算的２８８代结果［９］，也优于基本粒子

群算法计算的３７６代结果［２３］，更优于遗传算法计算的
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４００代结果［２０］。所以，本文的协同免疫量子粒子群算

法的收敛速度确实得到了很大程度的改进。在相同的

计算机上，与免疫粒子群算法比较，协同免疫量子粒子

群算法收敛速度更快，迭代次数更少。其离线性能如

图２所示。

图２　协同免疫量子粒子算法与免疫粒子群算法求解

Γ（Ｘ１，Ｙ１，Ａ１，Ｂ１）的离线性能比较

由图２可知，两条曲线分别表示 ＣＩＱＰＳＯ算法和

ＩＰＳＯ算法求解例 １博弈均衡解的离线性能曲线。

ＣＩＱＰＳＯ算法收敛比较快，明显优于ＩＰＳＯ算法，又因文
献［８］给出的 ＩＰＳＯ算法求解博弈的离线性能优于文

献［１２］给出的 ＰＳＯ算法。所以，本文提出的 ＣＩＱＰＳＯ

算法优于文献［２３］和文献［９］提出的算法。另外，当
迭代次数到达１２１代左右时，离线性能基本趋近于０，

说明ＣＩＱＰＳＯ算法求出的近似解基本接近精确解，具

有较好的收敛性能。

例２，运行６次实验结果输出的６个解分别属于６

个不同的精确解，且６个精确解皆是不同的Ｎａｓｈ均衡
解。协同免疫量子粒子群算法求解例 ２平均进化到

１２代就得到该博弈的６个不同的 Ｎａｓｈ均衡解。６次

运行结果的平均时间为０．２００９４７秒，可知该算法的
计算时间精度优于文献［１０］。而文献［１３］给出的算

法，需要运行３０或４０次才能求出５个不同的精确解，

事实上，文献［２４］中反复运行算法求出的多个 Ｎａｓｈ
均衡解具有很大的随机性，并不能保证每次运行能得

到不同的Ｎａｓｈ均衡解，很有可能运行３０次以后只得

到同一个Ｎａｓｈ均衡解。文献［９］虽只需运行１次主算
法，却不能得到所有Ｎａｓｈ均衡解，在其计算过程中，还

需多次调用粒子群优化算法来调整小生镜半径，计算

的空间复杂度和时间复杂度都比协同免疫量子粒子群

算法要求更高。其离线性能如图３所示。

图３　协同免疫量子粒子算法与免疫粒子群算法求解

Γ（Ｘ２，Ｙ２，Ａ２，Ｂ２）的离线性能比较

由图３知，两条曲线分别表示ＣＩＱＰＳＯ算法和 ＩＰ
ＳＯ算法求解例２博弈均衡解的离线性能曲线。ＣＩＱＰ
ＳＯ算法收敛比较快，明显要优于 ＩＰＳＯ算法。所以，本
文提出的ＣＩＱＰＳＯ算法优于ＩＰＳＯ算法。

例３，只需１次实验运行结果就得到例３博弈的精
确解为（０，０．７１４２，０．２８５８；０．８３３５，０，０．１６６５，
０），运行时间只需０．０５８５９秒。这表明该算法的计算
精确度高，收敛速度快。

例４，针对策略为１０×１０阶的高维双矩阵博弈，
本文提出的ＣＩＱＰＳＯ算法平均进化到２．６代后得到该
博弈的近似解为（０．０９７９，０．１０３４，０．０８５９，０．１０１３，
０．０９５５，０．１１１８，０．０９１９，０．０９８７，０．０９３１，０．１２０５；
０．０９１４，０．０８１９，０．１１４１，０．０８７８，０．１０３２，
０．１０６１，０．１２１９，０．０８０７，０．１０４２，０．１０８７）。进一
步探讨了该算法可以进一步推广到求解高维的双矩阵

博弈。

由例１－例 ４数值算例的计算和比较可知，用
ＣＩＱＰＳＯ算法在求解 Ｎａｓｈ均衡方面具有较好的性能，
在算法精度、迭代次数、迭代时间都比 ＩＰＳＯ算法有了
进一步提高，算法的空间复杂度和时间复杂度都得到

了一定改善。另外，粒子在随机生成的过程中不依赖

于初始点的选取，并通过概率浓度选择公式来保持种

群多样性，避免丢失可能成为最优解的潜在解，因此更

有可能找寻到全局最优解，避免陷入局部最优解的早

熟现象。
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本文提出的 ＣＩＱＰＳＯ算法将免疫记忆、自我进化

引入 ＱＰＳＯ算法中，并通过概率浓度选择公式来保持

种群的多样性。将该算法应用到求解ｎ人有限非合作

博弈中，通过实验可以看出改进后的算法大大节约了

收敛的时间，提高了算法效率，较好地克服了量子粒子

群算法的早熟现象。另外，ＣＩＱＰＳＯ算法仍是一种群体

智能迭代算法，在算法迭代搜索过程中，每一个粒子记

录自身的最优位置，并向其他粒子学习。通过粒子的

个性化学习和彼此间的协作，促使群体不断向问题最

优解逼近，同时所有局中人都会向个体极值和群体极

值学习，最终趋向博弈的均衡点。下一步研究中，可将

该算法应用于更加复杂的博弈求解问题。
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Ｐｒｅｔｏｒｉａ：ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＰｒｅｔｏｒｉａ，２００１：７８－１２６．

［１７］ＳｕｎＪ，ＦｅｎｇＢ，ＸｕＷ Ｂ．Ｐａｒｔｉｃｌｅｓｗａｒｍｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｗｉｔｈ

ｐａｒｔｉｃｌｅｓｈａｖｉｎｇｑｕａｎｔｕｍｂｅｈａｖｉｏｒ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ

２００４ＣｏｎｇｒｅｓｓｏｎＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ．Ｐｉｓｃａｔａｗａｙ，

ＮＪ：ＩＥＥＥ，２００４：３２５－３３１．

［１８］ＬｉｕＪ，ＳｕｎＪ，ＸｕＷ Ｂ，ｅｔａｌ．ＱｕａｎｔｕｍｂｅｈａｖｅｄＰａｒｔｉｃｌｅ

ＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＢａｓｅｄｏｎＩｍｍｕｎｅＭｅｍｏｒｙａｎｄＶａｃｃｉｎａ

ｔｉｏｎ［Ｃ］／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓＣｏｍｐｕｔｉｎｇＵＳＡ，ＩＥＥＥ，２００６：４５３

－４５６．

［１９］ＤｅｊｏｎｇＫＡ．Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｂｅｈａｖｉｏｒｏｆａｃｌａｓｓｏｆｇｅｎｅｔｉｃ

ａｄａｐｔｉｖｅｓｙｓｔｅｍ［Ｄ］．ＡｎｎＡｒｂｏｒ：ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＭｉｃｈｉｇａｎ，１９７５．

［２０］陈士俊，孙永广，吴宗鑫．一种求解 Ｎａｓｈ均衡解的遗传算

法［Ｊ］．系统工程，２００１，１９（５）：５２－５５．

［２１］胡山鹰，陈丙珍，何小荣．连续变量全局优化的模拟退火

算法［Ｊ］．系统工程理论与实践，１９９５，１５（９）：７３－８０．

［２２］谢政．博弈论［Ｍ］．北京：科学出版社，２０１０：１６８－１８９．

［２３］余谦，王先甲．基于粒子群优化求解纳什均衡的演化算法

［Ｊ］．武汉大学学报，２００６，５２（１）：２５－２９．

［２４］瞿勇，张建军，宋新业．多重纳什均衡解的粒子群优化算

法［Ｊ］．运筹与管理，２０１０，１９（２）：５２－５５．
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