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摘　要　　针对在滑动时间窗中发现稠密子图的问题，提出一种有效的动态算法，结合时间窗将网络时间线划分
为ｋ个非重叠的间隔，间隔内包含最大密度的子图。算法输入是一个边流，输出是一系列稠密子图及相应的时间
间隔。现有技术在图更新时需要迭代整个图，所提算法仅影响图的有限区域，只需要局部更新稠密子图。结合理

论分析，证明了该算法比基线ＫＧＯＰＴＤＰ和 ＫＧＯＰＴＤＳ更快。多组数据集上的实验结果表明，该算法具有很高的
效率和很好的扩展性，可用于处理大规模时态图。
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０　引　言

当今，动态性已经成为建模为图和网络的数据分

析系统和应用程序的明显特征，如社交网络分析、生物

数据分析、推荐系统和路径规划［１］。因此，动态网络引

起了行业和学术界的重视，实际上，通常使用动态网络

的各种替代术语，如时态网络、动态图、演化网络、时间

依赖图和图流等［１－２］。现实世界的网络本质上是动态

变化的，实体（节点）不断建立新的关系（边），移除旧

的关系。分析网络的时间维度可以提供有关其结构和

功能的有价值的见解，例如，可以揭示时间模式、概念

漂移、周期性和时间事件等［３］。

稠密子图发现是一个基本的图挖掘问题，已经成

为广泛的数据分析任务中的原语，如社区检测［４］、事件

检测［５］、链接垃圾邮件检测［６］和计算生物学［７］等。在

理论计算机科学中已经广泛研究了稠密子图发现问

题，由于该问题与实际应用的相关性，在社区数据挖掘

中引起了相当大的关注。社交网络中紧密连接的用户

可能对应于社区，也就是有相似兴趣或与同一组织

（例如大学或公司）相关联的用户组。突然在推文中

共同出现的城市、个人和公司名称等实体可能表明涉

及相应实体的事件正在发生［２］。

在现实应用中，图数据会随时间发生动态变化，也

就是所谓的时态图，时态图有两种变化形式：一种是图

的拓扑结构变化，图中的节点和边随时间发生插入和
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删除，从而导致图的结构发生变化；另一种是图的内容

变化，图中的节点和边所表征的数据值或者对象内容

发生变化。本文更多关注时态图的拓扑结构变化对稠

密子图发现结果的影响。当处理时态网络时，首先要

确定如何处理时间维度，即识别哪段时间是可以发现

稠密子图的时间间隔。本文算法不是先验地定义这些

间隔，而是研究自动识别稠密子图的间隔的问题，因此

能够在时态网络中发现一系列稠密子图，捕获网络生

命周期中发生的有趣事件的演变。

为了得到更具体的理解，请考虑以下几种场景的

事例：

（１）许多不同机构的一组研究人员正在合作开展
一个大型项目，小组成员参加他们各自的日常活动，但

每隔几周或几个月，在项目会议或可交付的截止日期

之前，小组成员间会参与许多与项目有关的活动。

（２）一群Ｔｗｉｔｔｅｒ用户对某一技术产品感兴趣，他
们积极地在博客评论并互相评论彼此的帖子，尽管这

之间的相互联系非常稀疏，但持续时间长，并且在新产

品发布之后显著增强。

（３）在线社交媒体中的故事识别［８］通过实体之间

的稠密子图自动发现新兴故事，了解故事如何随时间

的推移而演变。例如，当一个故事消失另一个故事出

现时，实体间的一个稠密子图消失，另一个出现。通过

将时态网络的时间线分割成区间，并识别每个间隔中

的稠密子图，可以捕捉主要故事随时间的演变。

对于时态网络，只有很少的论文提出了发现时间

上连续的最稠密子图的方法。与本文工作最相似的是

找到所有或ｋ个快照中存在的重子图［８］，另一个相关

工作侧重在时态网络中找到由ｋ个散乱区间覆盖的稠
密子图［９］。然而这两种方法都只发现了一个最稠密

子图。

本文的目标是研究在滑动时间窗中发现稠密子图

的问题，为了实现这一目标，采用动态稠密子图的现有

工作设计一个快速的近似算法，结合滑动时间窗将时

态网络划分成 ｋ个非重叠的间隔，使得间隔内能够发
现最大稠密子图。

本文的主要思路如下：

（１）研究了滑动时间窗中的最大稠密子图问题，
利用动态稠密子图的现有工作，设计一个快速的动态

近似算法。

（２）结合时间窗大小将时态网络的时间线分割成
ｋ个非重叠间隔，每个间隔内能够发现具有最大密度
的子图。

（３）在真实数据集上进行实验，验证了本文方法
的有效性，并解释结果的合理性。

１　相关工作

在稠密子图中对图进行分区是一个公认的问题，

现有研究大部分采用密度定义的平均度概念［１０］，在此

定义下，可以在多项式时间内找到最稠密子图［１１］。另

外，Ｃｈａｒｉｋａｒ［１２］开发了一个近似贪婪算法，它在图大小
的线性时间内运行。Ｅｐａｓｔｏ等［２］开发了在流式场景中

维护平均度最稠密子图的算法。其他密度定义通常难

以通过有效的启发式方法得到问题的近似解。

现有研究大都关注动态图，建立节点和边添加或

删除的模型，研究网络演化的不同方面，包括稠密集群

的演化［１３］。另一种建模时态图的经典方法是图快照，

分别在每个快照中（或合并先前快照的信息）找到结

构，然后总结已发现结构的历史行为［１４］。这些方法侧

重于快照中发现的稠密结构的时间一致性，并假设已

经给出了快照。与此不同，本文工作是将瞬时交互聚

合到任意长度的时间轴分区中。

许多动态图研究致力于事件检测问题，Ａｋｏｇｌｕ
等［１５］涵盖了该主题的最新研究，大部分研究侧重比较

不同的图快照，目的是检测图结构发生重大变化的快

照。与其他事件检测问题相比，本文研究主要目标是

同时发现事件的子图和相应的时间间隔。与动态图事

件检测类似，构建一个包含时态信息的静态图（或一

系列静态图）是动态图研究的常用方法，Ｒｏｓｖａｌｌ等［１６］

的动态聚类方法将时间数据嵌入到静态图中，使用历

史时态数据学习二跳路径的概率以产生聚类。但发现

的聚类在时间上是全局的，没有检测到相关的突发时

间间隔，并且没有时间约束。

与本文工作最相似的是 Ｒｏｚｅｎｓｈｔｅｉｎ等［９］的研究，

考虑了在时态网络中发现最稠密子图的问题，然而他

们并不旨在创建时间分区，且他们发现的是边出现在

ｋ个短间隔内的单一的稠密子图。本文工作是划分间
隔并仅考虑跨越连续间隔的图。Ｓｅｍｅｒｔｚｉｄｉｓ等［８］考虑

一组图快照，并搜索一个或多个间隔诱导的单个重子

图，探索持久性重子图问题的不同公式，包括最大平均

密度。Ｂｏｇｄａｎｏｖ等［１７］提出了在时间演变网络中挖掘

重子图的方法，但其仍然是基于网络快照，因此对边界

量化效果很敏感，且发现的重子图的概念基于边权重

而不是基于密度。

总之，与已有研究相比，本文希望能够在时态网络

中发现一系列稠密子图，捕获网络生命周期中发生的

有趣事件的演变。
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２　时态稠密子图问题定义

给定一个无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ， ），有ｎ＝｜Ｖ｜个顶点
和ｍ＝｜Ｅ｜条边， ＝｛０，１，…，ｔｍａｘ｝ Ｎ，是一个离
散的时间域，顶点 ｕ∈Ｖ邻居定义为 Ｎ（ｖ）＝｛ｕ｜（ｖ，
ｕ∈Ｅ）｝，顶点的度定义为 ｄ（ｖ）＝｜Ｎ（ｖ）｜。给定一个
时间间隔Ｔ＝｛ｔ１，ｔ２｝ ，令 Ｈ＝（Ｖ［Ｔ］，Ｅ［Ｔ］）是由
时间边的集合Ｅ［Ｔ］＝｛（ｕ，ｖ）｜（ｕ，ｖ，ｔ）∈Ｅ∧ｔ∈Ｔ｝诱
导形成的子图，Ｖ［Ｔ］中顶点 ｖ的内度定义为 ｄ（ｖ）＝
｜Ｎ（ｖ）∩Ｖ［Ｔ］｜。最后，对于顶点的子集 Ｖ［Ｔ］Ｖ，定
义密度ρＶ［Ｔ］：

ρＶ［Ｔ］＝
｜Ｅ［Ｔ］｜
｜Ｖ［Ｔ］｜ （１）

定义 １　时态稠密子图（ＴｅｍｐｏｒａｌＤｅｎｓｅｓｔＳｕｂ
ｇｒａｐｈ）给定一个无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ， ），稠密子图Ｈ是
使密度函数最大化的顶点的集合，即：

Ｈ ＝ａｒｇｍａｘ
Ｖ［Ｔ］Ｖ

ρＶ［Ｔ］ （２）

如果有算法 Ａ计算子集 Ｖ［Ｔ］∈Ｖ使 ρＶ［Ｔ］≥
１
αρＨ

，其中ＨＶ是Ｇ的稠密子图，则算法Ａ计算得

到稠密子图的α近似解。
下面介绍与稠密子图相关的其他概念：图核、核心

分解和顶点的诱导核心子图。

定义２　ｊ核（ｊｃｏｒｅ）给定无向图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ， ），

一个整数ｊ，Ｇ的ｊｃｏｒｅ是顶点ＣＶ的子集，因此每个
顶点ｖＣ都有内度ｄＣ（ｖ）≥ｊ。

定义３　核心分解（ＣｏｒｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）一个图
Ｇ＝（Ｖ，Ｅ， ）的核心分解是核心的嵌套序列｛Ｃｉ｝：

Ｖ＝Ｃ０Ｃ１…Ｃｌ （３）
其中每个Ｃｉ都是一个ｊｃｏｒｅ。

定义４　核数（Ｃｏｒｅｎｕｍｂｅｒ）给定一个图 Ｇ＝（Ｖ，
Ｅ， ）的核心分解Ｖ＝Ｃ０Ｃ１…Ｃｌ，一个顶点
的核数κ（ｖ）是最大的ｊ，使得ｖ∈Ｃ和Ｃ是一个ｊｃｏｒｅ。
通过重写符号，核心Ｃ的核数κ（Ｃ）是最大的ｊ，其中Ｃ
是ｊｃｏｒｅ。

另外，使用κＨ（ｖ）表示由 Ｈ诱导的子图中顶点 ｖ
的核数，Ｇ（Ｈ）＝（Ｈ，Ｅ（Ｈ））的子图的最大核（或主核）
用Ｃｌ（Ｈ）表示，Ｇ的主核仅用Ｃｌ表示。

定义５　诱导核心子图 （ＩｎｄｕｃｅｄＣｏｒｅＳｕｂｇｒａｐｈ）给

定一个图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ， ）和一个顶点ｖ∈Ｖ，由∏（ｖ）表示
的顶点ｖ的诱导核心子图，是包含顶点ｖ的最大连通子

图，∏（ｖ）中所有顶点的核数等于κ（ｖ）。
换言之，诱导子图包含可从 ｖ到达并具有相同核

数κ（ｖ）的所有顶点。
本文在滑动时间窗边流中处理图，根据这个模型，

问题的输入是边流形式，边 ｅｉ是流的第 ｉ个元素，即边
ｅｉ有时间戳ｉ，滑动窗口Ｗｔ（ｘ）定义为在时刻ｔ长度为ｘ
的ｅｔ－ｘ＋１和ｅｔ间到达的所有边的集合：

Ｗｔ（ｘ）＝｛ｅｉ，ｉ∈［ｔ－ｘ＋１，ｔ］｝ （４）
对于每条边ｅｉ＝（ｕ，ｖ），ｕ和 ｖ出现在时刻 ｉ，使用

Ｖｔ（ｘ）表示时刻 ｔ出现在长度为 ｘ的滑动窗口中的顶
点集，在时刻 ｔ长度为 ｘ的滑动窗口中的图定义为
Ｇｔ（ｘ）＝（Ｖｔ（ｘ），Ｗｔ（ｘ））。

下面定义本文研究的问题，即以滑动时间窗进行

分割，在时态网络中找到一系列稠密子图。

给定一个时态图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ， ）和一个图流｛ｅｉ｝，
找到ｋ个间隔的集合 Ｓ＝｛（Ｉｅ，Ｈｅ）｝，ｅ＝１，２，…，ｋ使

得｛Ｉｅ｝是不相交的间隔并且∑
ｋ

ｅ＝１
ｄ（Ｈｅ）是最大的。

３　时态稠密子图发现算法

本文算法的目标是在线更新稠密子图，但动态流

更新稠密子图有两个问题：① 如何减少稠密子图的搜
索空间；② 如何分割整个图得到子图。

为了解决上述问题，本文提出两个假设性判断。

首先，由于稠密子图由相对高度的顶点形成，可以通过

仅跟踪这些高度顶点找到稠密子图；其次，这些子图可

以在图更新时进行局部更新，而不影响图的其他部分。

基于这两点，本文提出一种新算法，通过仅考虑高

度节点减少搜索空间，并将整个图划分为更小的子图，

从每个子图中找到稠密子图。

３．１　存储高度顶点的数据结构
提出一个增量数据结构，存储一个强连接的子图，

用Ｄ表示，子图维护以下不变量：① Ｄ内的每个顶点
ｖ∈Ｄ的核数κＤ（ｖ）等于Ｄ的主核（Ｃｅ（Ｄ））；② Ｄ内所
有的顶点是连通的。这些不变量确保 Ｄ中的所有顶
点具有相同的核数，根据定义这是 Ｄ的主核。在处理
图更新时，Ｄ会维护这些不变量。

图中的高度顶点被分配给 Ｄ，由于这些顶点没有
紧密连接，最终可能会出现在不同的 Ｄ中，将这些不
连接的Ｄ存储在一个被称为包的数据结构中，用 Ｂ表
示。包确保每个 Ｄ是顶点不相交的，此外，包提供了
额外操作：在一组 Ｄ中提取最稠密的 Ｄ，提取 Ｄ的密
度是最大密度，最大密度是将高度顶点与低度顶点分

开的阈值，这个最大密度的估计值表示为ρ～Ｈ。包是
一个超图，包含一组 Ｄ之间的所有边。本文利用核心
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分解算法维护包中顶点的所有核数，包中每个节点的

核数用于确保每个顶点具有最大可能的核数。图１表
明了包需要保持顶点的核心数。图显示包中包含两个

Ｄ，可以通过核心分解产生具有更大主核数的Ｄ。接下
来，定义算法在图更新时同步更新此数据结构。

图１　存储高度顶点的数据结构图

本文算法需要访问每个顶点的邻域信息。在给定

顶点上执行以下三个查询：① 提取顶点度。② 提取顶
点的所有邻居顶点，解决这两个查询需要建立顶点图，

存储所有顶点的邻域信息，将信息存储在散列图中，其

中：键是顶点标识符；值是每个顶点的邻居。顶点图以

恒定时间执行搜索和更新操作。③ 给定密度ρ～Ｈ，提
取度大于给定密度的所有顶点。对于此查询，需要按

度对顶点进行排序，使用ｂｉｎ排序对顶点进行排序，在
恒定时间内提取度大于密度ρ～Ｈ的顶点。

３．２　添加顶点／边操作
１）添加顶点操作。如第２节所述，更新以边流的

形式出现，定义了添加顶点算法，作为添加边算法的子

程序，当添加边中至少一个顶点是高度顶点时触发此

算法，需要考虑两种情况：（１）包已经包含高度顶点；
（２）包不包含高度顶点。在这两种情况下，目标是将
新顶点添加到一个Ｄ。

算法１描述了添加顶点的算法，对于第一种情况，
算法扫描包找到包含顶点的 Ｄ并返回它，对于第二种
情况，算法首先识别候选Ｄ，然后将顶点分配给其中一
个候选Ｄ，候选Ｄ具有小于或等于新顶点内度的主核
数（κｕ（Ｄ）≥Ｃｅ（Ｄ）），在候选 Ｄ中新顶点被分配给具
有最大内度ｄｕ（Ｄ）的Ｄ。

顶点加入到Ｄ中，Ｄ的核数可能会增加，需要删除
核数低于Ｄ的主核的顶点，通过类似 ｂｉｎ排序的方法
基于度对顶点进行排序，可以在线性时间内有效更新

稠密子图。

算法１　添加顶点算法
１．　Ｈ←；
２．　ｆｏｒＤｉ∈Ｂｄｏ ／识别候选Ｄ／
３．　ｉｆｕ∈Ｄｉｔｈｅｎ ／找到包含顶点的Ｄ／
４．　　ｒｅｔｕｒｎＤｉ；
５．　 ｉｆ（ｄＤｉ（ｕ）≥Ｃｅ（Ｄｉ）ａｎｄρＨ ＜ρＤｉ）ｔｈｅｎ

６．　　Ｈ←Ｄｉ；

／候选Ｄ具有小于或等于新顶点内度的主核数／

７．　ｉｆＨ ＝ ｔｈｅｎ
８．　　Ｈ←｛ｕ｝；
９．　ｅｌｓｅＨ←Ｈ∪｛ｕ｝

１０．　ｒｅｔｕｒｎＨ；

２）添加边操作。在这种情况下，只有当添加边的
至少一个顶点是高度顶点时，才会影响包的状态，需

要考虑两种情况：（１）只有一个顶点是高度顶点；（２）
两个顶点都是高度顶点。对于第一种情况，算法利用

添加顶点的方法把顶点添加到Ｄ的包中；对于第二种
情况，当两个顶点都添加到 Ｄ的包中时，算法验证主
核是否存在于包中，当两个顶点添加到同一个 Ｄ时，
算法将新边添加到同一个Ｄ并确保不变量保持不变。
相反，当两个顶点添加到不同的 Ｄ时，算法验证顶点
是否存在于彼此的诱导子图中，并修复两个顶点的主

核。算法２描述了添加边的过程。
算法２　添加边算法

１．　ｉｆ（（ｄ（ｕ）＜ρ～Ｈ）ａｎｄ（ｄ（ｖ）＜ρ～Ｈ））ｔｈｅｎ
２．　　ｒｅｔｕｒｎ；

３．　ｅｌｓｅｉｆ（（ｄ（ｕ）≥ρ～Ｈ）ａｎｄ（ｄ（ｖ）＜ρ～Ｈ）ｔｈｅｎ
／只有一个顶点是高度顶点／

４．　　Ｄｕ←ＡｄｄＴｏＢａｇ（ｕ）；

５．　ｅｌｓｅｉｆ（（ｄ（ｕ）＜ρ～Ｈ）ａｎｄ（ｄ（ｖ）≥ρ～Ｈ））ｔｈｅｎ
６．　　Ｄｖ←ＡｄｄＴｏＢａｇ（ｖ）；
７．　ｅｌｓｅ ／两个顶点都是高度顶点／
８．　　Ｄｕ←ＡｄｄＴｏＢａｇ（ｕ）；
９．　　Ｄｖ←ＡｄｄＴｏＢａｇ（ｖ）；
１０．　　ｉｆＤｕ＝Ｄｖｔｈｅｎ
１１．　　　Ｄｕ←Ｄｕ∪｛ｕ，ｖ｝

３．３　移除顶点／边操作
１）移除顶点操作。与添加顶点操作类似，首先定

义从Ｄ的包中移除顶点的过程，移除顶点的方法用作
移除边过程的子程序。只有当顶点的度低于最大密度

时才会从包中移除顶点，移除顶点不能是主核的一部

分，算法从包中的Ｄ里移除顶点而不执行其他操作。
２）移除边操作。利用包确保存在一个核数等于

图的主核的Ｄ，当其中一个顶点是低度顶点或者两个
顶点属于不同的Ｄ时，包不需要任何更新。因此考虑
其中一个顶点位于高度顶点边界的情况，移除边将顶

点从高度移到低度，在这种情况下，算法仅需要从包中

移除顶点，而不执行其他操作。如果移除边的两个顶

点都是高度的并且属于同一个Ｄ，算法从Ｄ中移除边，
此外，验证并更新影响的顶点的核数，移除边可能会降

低最大密度，因此需要向包中添加其度大于新最大密

度的顶点。算法３描述了移除边的过程。
算法３　移除边算法
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１．ｉｆ（（ｄ（ｕ）＜ρ～Ｈ）ａｎｄ（ｄ（ｖ）＜ρ～Ｈ））ｔｈｅｎ

／其中一个顶点是高度顶点／

２．ｒｅｔｕｒｎ；

３．ｉｆ（（ｄ（ｕ）＜ρ～Ｈ）ａｎｄ（ｄ（ｕ）＋１≥ρ～Ｈ））ｔｈｅｎ

／其中一个顶点位于高度顶点边界／

４．ＲｅｍｏｖｅＶｅｒｔｅｘ（ｕ）；

５．ｒｅｔｕｒｎ；

６．ｉｆ（（ｄ（ｖ）＜ρ～Ｈ）ａｎｄ（ｄ（ｖ）＋１≥ρ～Ｈ））ｔｈｅｎ

７．　ＲｅｍｏｖｅＶｅｒｔｅｘ（ｖ）；

８．　ｒｅｔｕｒｎ；

９．ｆｏｒＤｉ∈Ｂｄｏ
／两个顶点都是高度并且属于同一个Ｄ／

１０．　ｉｆ（Ｄｉ∩（ｕ，ｖ）≠）ｔｈｅｎ
１１．　　Ｄｉ←Ｄｉ＼（ｕ，ｖ）； ／从Ｄｉ中移除（ｕ，ｖ）这条边／

３．４　完整的时态稠密子图发现算法
时态图是随时间变化的，边的添加和删除是不断

进行的，算法需要保持稠密子图的近似密度ρ～Ｈ，本文
提出一个完全动态的算法 ＴＤＳｕｂｇｒａｐｈ来查找滑动时
间窗中的稠密子图（见算法４）。算法 ＴＤＳｕｂｇｒａｐｈ可
以在准线性时间内解决稠密子图发现问题，得到增量

稠密子图的最佳近似解。

算法４　ＴＤＳｕｂｇｒａｐｈ
输入：Ｇ＝（Ｖ，Ｅ， ），｛ｅｉ｝，ｅ＝１，２，…，ｋ。

输出：Ｈ。

１．Ｈ←Ｇ＝（Ｖ，Ｅ， ）；

２．Ｗａｉｔｆｏｒｕｐｄａｔｅ（Ｏｐ，ｕ，ｖ），Ｏｐ∈｛Ａｄｄ，Ｒｅｍｏｖｅ｝；

／选择添加或者移除／

３．ｉｆＯｐ＝Ａｄｄｔｈｅｎ；

４．ｉｆＡｄｄ＝Ｖｅｒｔｅｘ；算法１；

５．ｅｌｓｅ算法２；

６．ｅｌｓｅ算法３；

７．ｒｅｔｕｒｎＨ；

完整算法保证在图更新后包中顶点的度大于ρ～Ｈ，
图更新包括边添加和移除。算法必须考虑添加边操作，

它可能通过合并多个子图影响ρ～Ｈ的值。同样，必须考
虑移除边操作，它可能通过减小任何稠密子图的密度、

合并多个子图或分割一个子图影响ρ～Ｈ的值。
下面给出本文算法的复杂度分析，设Ａ为添加的边

数，即Ａ包含初始图的边和添加的边，Ｒ为移除的边数，
得到Ａ＋Ｒ＝Ｏ（Ａ），本文将一系列操作的总开销限制在
移除边的随机选择定义的概率空间中。本文算法的添

加边操作需要Ｏ（ｌｏｇ（Ａ）ｌｏｇ２（ｎ））的时间，移除边操作
需要Ｏ（ｌｏｇ（Ａ）ｌｏｇ３（ｎ））的时间，因此算法总的时间复
杂度为Ｏ（Ａｌｏｇ（Ａ）ｌｏｇ２（｜Ｖ｜）＋Ｒｌｏｇ（Ａ）ｌｏｇ３（｜Ｖ｜）），同
时算法需要Ｏ（ｎ２ｐｏｌｙ（Ａ）ｌｏｇｎ）的空间。

４　实验与结果分析

为了评估本文算法ＴＤＳｕｂｇｒａｐｈ，使用社交网络，检
查算法的运行时间，分析发现稠密子图的结构特征。

实验中使用的所有数据集都是公开可用的。

４．１　数据集
本文所使用六个数据集都是来自社交网络，其中

ＦａｃｅｂｏｏｋＬ和ＴｗｉｔｔｅｒＬ数据集更大，用来评估算法的可
扩展性，表１给出了各个数据集所包含的信息，包括节
点个数 ｎ，边的条数 ｍ，数据集的时间跨度 （以天为

单位），拓扑网络最稠密子图的密度ｄ（Ｈ）。

表１　数据集包含的信息

数据集 ｜Ｖ｜ ｜Ｅ｜ ｜Ｔ｜ ｄ（Ｈ）
Ｆａｃｅｂｏｏｋ ４１１７ １００００ １０４ ５．２９
Ｔｗｉｔｔｅｒ ４６０５ １１８６８ ９３ １０．１１
Ｓｔｕｄｅｎｔｓ ８８９ ９８３７ １２０ １１．２９
Ｅｎｒｏｎ １１４３ ６２４５ ８０８０ １４．３８
ＦａｃｅｂｏｏｋＬ ４５８１３ １０００００００ １０４０００ ２７．３６
ＴｗｉｔｔｅｒＬ １６２２０７ １０００００００ ７８３６２ ２１．２４

（１）Ｆａｃｅｂｏｏｋ。该数据集是新奥尔良地区社区中三
个月Ｆａｃｅｂｏｏｋ活动的子集，包含匿名墙贴的列表，子集
涵盖２００６年５月９日至２００６年８月６日的时间段。

（２）Ｔｗｉｔｔｅｒ。该数据集在２０１０年８月至２０１０年
１０月期间跟踪赫尔辛基地区 Ｔｗｉｔｔｅｒ用户的活动。由
于用户交互考虑了包含其他用户评论的推文。

（３）Ｓｔｕｄｅｎｔｓ。该数据集是加州大学欧文分校学
生在线社区的活动日志。节点代表学生，边代表消息。

使用该数据集的一个子集，涵盖时间范围是２００４年６
月２７日至２００４年１０月２６日。

（４）Ｅｎｒｏｎ。该数据集包含从１９８０年开始超过２０
多年的大公司高级管理层的电子邮件通信信息。

（５）ＦａｃｅｂｏｏｋＬ。该数据集由 Ｆａｃｅｂｏｏｋ数据集顺
序连接生成，包含１０００万条记录。

（６）ＴｗｉｔｔｅｒＬ。该数据集由 Ｔｗｉｔｔｅｒ数据集连接生
成，包含１０００万条记录。

４．２　实验设置
评估本文算法ＴＤＳｕｂｇｒａｐｈ的性能和效率，主要包括：

通过算法发现的稠密子图密度评估性能，运行时间评估

算法的效率。其中运行时间是移动滑动窗口所需的平均

时间，包括添加新的边、移除旧的边、更新稠密子图。

本文实验的硬件配置是 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ５－
４５９０３．３０ＧＨｚ处理器和８．００ＧＢ内存，所有的算法都用
Ｊａｖａ实现，每次运行使用的内存不到可用主内存的１０％。
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本文考虑了两种常用的流排序方案。

（１）ＢＦＳ。排序是从随机顶点开始的广度优先搜
索的结果。

（２）ＤＦＳ。排序是从随机顶点开始的深度优先搜
索的结果。

４．３　最优基线
算法的自然基线 Ｏｐｔｉｍａｌ［１８］结合了精确的动态编

程，并为每个候选区间找到最佳稠密子图。由于 Ｏｐｔｉ
ｍａｌ的时间复杂度很高，生成一个包含６０个时间戳的小
数据集，其中每个时间戳包含一个带有３～６个顶点和
随机密度的随机图。改变区间数ｋ的值，图２给出算法
结果和运行时间。在这个小数据集上，本文算法能够找

到接近最佳的稠密子图，同时明显快于Ｏｐｔｉｍａｌ。

图２　最优和近似算法的比较

４．４　真实数据集上的结果
由于基线算法 Ｏｐｔｉｍａｌ在真实数据集上没有很好

的可扩展性，本文将算法 ＴＤＳｕｂｇｒａｐｈ与基线 ｋＧｏｐｔ
ＤＰ［２］和 ｋＧｏｐｔＤＳ［１１］进行比较。ｋＧｏｐｔＤＰ算法执行精
确的动态编程，但使用近似增量算法搜索稠密子图；

ｋＧｏｐｔＤＳ算法执行近似动态编程，同时为每个候选区
间计算稠密子图。ｋＧｏｐｔＤＰ具有 ２（１＋εＤＰ）

２近似保

证，ｋＧｏｐｔＤＳ具有（１＋εＤＳ）近似保证。然而这两个算
法实际运行也非常慢，本文使用 Ｓｔｕｄｅｎｔｓ和 Ｅｎｒｏｎ数
据集的１０００条记录的子集进行比较。

为了确保公平性，本文给出算法发现的区间内最

佳稠密子图的总密度。

本文用近似稠密子图搜索（εＤＰ）和近似动态编
程（εＤＳ）的不同参数进行实验。表 ２给出算法 ＴＤ
Ｓｕｂｇｒａｐｈ、ｋＧｏｐｔＤＰ和 ｋＧｏｐｔＤＳ和发现的稠密子图
的密度及算法的运行时间。对于这两个数据集，

ｋＧｏｐｔＤＳ发现了最佳稠密子图，因为该算法具有最
佳近似因子。此外，ｋＧｏｐｔＤＳ算法的运行时间最长，
随着参数 εＤＳ的增大，算法运行时间减少，即使是最
大的参数值（εＤＳ＝２），运行时间仍能达到一个多小
时。ｋＧｏｐｔＤＰ算法发现了第二好的稠密子图，只是
略微优于本文算法（例如 εＤＰ＝０．１），从表 ２看出，
随着 εＤＰ的增大，得到的稠密子图的密度减小。对
于这三个算法，随着近似参数增大，发现稠密子图

的密度减小，然而密度减小并非像最坏情况表明得

那样明显，使用这样的近似参数加快运行时间，ＴＤ
Ｓｕｂｇｒａｐｈ为近似参数提供最快的高性能估计，从表
２可以看出，本文算法对参数 εＤＰ影响的稠密子图密
度的变化更敏感。

表２　ＴＤＳｕｂｇｒａｐｈ、ｋＧｏｐｔＤＰ和ｋＧｏｐｔＤＳ的比较结果

数据集 稠密子图密度 运行时间／ｓ

Ｓｔｕｄｅｎｔｓ

εＤＰ
ｋＧｏｐｔＤＳ

εＤＰ
ｋＧｏｐｔＤＳ

ＴＤＳ ０．０１ ０．１ １ ２ ＴＤＳ ０．０１ ０．１ １ ２

εＤＳ

０．０１ ４．２７ ４．２７ ３．８５ ３．８５ ６．３０

εＤＳ

０．０１ ０．５２ ０．５２ ０．５３ ０．５４ ２３６７８
０．１ ４．２７ ４．２７ ３．８５ ３．８５ ６．２２ ０．１ ０．１３ ０．１３ ０．１４ ０．１３ １１８７７
１ ４．２７ ４．２７ ３．８５ ３．８５ ５．７６ １ ０．０３ ０．２６ ０．０３ ０．０３ ３３９４
２ ４．２７ ４．２７ ３．８５ ３．８５ ５．６１ ２ ０．２６ ０．１０ ０．１０ ０．２６ ３７６９

ｋＧｏｐｔＤＰ ５．７３ ５．７３ ３．８２ ３．８２ ｋＧｏｐｔＤＰ １６２．０ ４３．５ ２９．５ ２９．５

Ｅｎｒｏｎ

εＤＰ
ｋＧｏｐｔＤＳ

εＤＰ
ｋＧｏｐｔＤＳ

ＴＤＳ ０．０１ ０．１ １ ２ ＴＤＳ ０．０１ ０．１ １ ２

εＤＳ

０．０１ １０．７ １０．７ １０．３ １０．８ １１．３

εＤＳ

０．０１ ５４．４ ５３．５ ４０．３ ２９．８ ２５７８８
０．１ １０．７ １０．８ １０．３ １０．６ １１．０ ０．１ ２．０２ １．８５ １．０７ ０．７０ １６０７０
１ ９．５７ ９．５７ ８．８３ ９．８６ １１．０ １ ０．３３ ０．３４ ０．１９ ０．１８ ７８３４
２ ７．３７ ７．３７ ７．３７ ７．３７ １０．８ ２ ０．１２ ０．１２ ０．１３ ０．１３ ３４６９

ｋＧｏｐｔＤＰ １０．５ １１．０ １０．４ １０．４ ｋＧｏｐｔＤＰ １６５．０ ６１．１５ １７．８２ ６．０７



　
３０８　　 　　　 计算机应用与软件 ２０２１年

　　实验使用边流的ＢＦＳ和ＤＦＳ两种排序方案，评估
不同方案对算法运行时间的影响，设置滑动窗口的大

小为ｘ＝１００ｋ。图３给出算法采用不同流排序方案的
运行时间，可以看出，本文算法采用这两种排序方案处

理所有数据集时，ＢＦＳ略优于ＤＦＳ，因为ＤＦＳ策略占内
存少但速度较慢，ＢＦＳ策略占内存多但速度较快，整体
比较运行时间仍然都优于其他两个算法。

图３　不同流排序方案对算法的影响

４．５　运行时间与可扩展性
图４给出近似参数εＤＳ和εＤＰ的改变对ＴＤＳｕｂｇｒａｐｈ

运行时间的影响。图中结果表明参数 εＤＰ对运行时间
有重大影响，同时参数εＤＳ在这两个数据集上有很好的
扩展性。

图４　不同近似参数对算法的影响

实验还使用不同大小的滑动时间窗执行算法，即

ｘ＝１０ｋ，１００ｋ，１Ｍ，１０Ｍ，实验中设置ｋ＝１０，评估滑动时
间窗大小对算法的影响，使用具有 ＤＦＳ排序的 Ｆａｃｅ
ｂｏｏｋＬ和ＴｗｉｔｔｅｒＬ数据集。表３给出不同大小滑动时
间窗的运行时间。增大滑动时间窗不会显著地影响算

法运行时间，这一结果表明大多数的更新都是子图局

部更新，并不需要遍历整个图。

表３　不同大小的滑动时间窗对算法运行时间的影响 ｍｓ

数据集 ｘ＝１０ｋ ｘ＝１００ｋ ｘ＝１Ｍ ｘ＝１０Ｍ

ＦａｃｅｂｏｏｋＬ ０．７７ ８８．１１ ８７．２３ ９０．２８

ＴｗｉｔｔｅｒＬ ４．９０ ５．６５ ７．２５ ２８．１１

图５是在 Ｆａｃｅｂｏｏｋ和 Ｔｗｉｔｔｅｒ数据集中增加交互
次数，运行时间的变化显示出算法的可扩展性。实际

上，运行时间在前１０００次交互中快速增长，然后饱和
到线性依赖，因为网络初期顶点数量增长比较快，而且

可能出现比之前更稠密的子图，必须频繁计算近似稠

密子图。图５表明区间ｋ的数量对算法的运行时间也
有影响，随着ｋ的增加运行时间增加。

图５　算法的可扩展性

５　结　语

本文研究了在时态网络中基于滑动时间窗找到一

系列稠密子图的问题，并提出一种有效的动态算法。

现有算法在图更新时迭代整个图，本文算法仅影响图

的有限区域，因此只需要局部更新稠密子图。结合滑

动时间窗将网络时间线分割为 ｋ个非重叠间隔，使得
间隔内能够发现具有最大密度的子图。结合理论分

析，并验证该算法比文献［３］的算法更快。真实数据
集上的实验验证本文算法是有效的，且可以得到高质

量的结果。

今后的研究中，将考虑子图的频率、子图的统计非

随机性对网络进行分割，另一种扩展是每个间隔内发

现多个稠密子图可能是更有意义的。还可以考虑是否

有可能在高度顶点的阈值上实现更强的界限，是否有

可能为问题实现更好的近似保证，进一步改进算法，使
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其成为许多实际应用的有用工具。
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［１７］ＢｏｇｄａｎｏｖＰ，ＭｏｎｇｉｏｖìＭ，ＳｉｎｇｈＡＫ．Ｍｉｎｉｎｇｈｅａｖｙｓｕｂ

ｇｒａｐｈｓｉｎｔｉｍｅｅｖｏｌｖｉｎｇｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｃ］／／２０１１ＩＥＥＥ１１ｔｈＩｎ

ｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＤａｔａＭｉｎｉｎｇ，２０１１．

［１８］ＧａｌｂｒｕｎＥ，ＧｉｏｎｉｓＡ，ＴａｔｔｉＮ．Ｔｏｐｋｏｖｅｒｌａｐｐｉｎｇｄｅｎｓｅｓｔ

ｓｕｂｇｒａｐｈｓ［Ｍ］．ＫｌｕｗｅｒＡｃａｄｅｍｉｃＰｕｂｌｉｓｈｅｒｓ，



２０１６．

（上接第２５７页）
相对于ＷＭ和ＤＨＳＷＭ算法来说，减少了每次参与匹
配模式串匹配的数量，也减少了每个模式串比较字符

次数，并在失配时加快了模式串向后移动的速度，因

此，时间性能得到了一定幅度的提高。
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